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”La the´orie, c’est quand on sait tout et que rien ne fonctionne.
La pratique, c’est quand tout fonctionne et que personne ne sait pourquoi.”
(Albert Einstein)
Introduction
Les plane`tes telluriques Mercure, Ve´nus, la Terre et Mars sont caracte´rise´es par
une faible masse, un petit rayon et une forte densite´, compare´es aux plane`tes ge´antes
gazeuses. Leur composition chimique est domine´e par des roches et des e´le´ments lourds
comme le fer et le nickel, concentre´s dans le noyau. Les mesures sismologiques, gra-
vime´triques et magne´tiques indiquent que l’inte´rieur de ces plane`tes est fortement
diffe´rencie´ et subdivise´ en plusieurs couches, comme dans le cas de la Terre, en un
noyau me´tallique liquide ou non, un manteau de silicates et une crouˆte compose´e des
produits issus de la fusion partielle du manteau sous jacent. Dans le cas de la Terre,
de Ve´nus et de Mars, les pressions rencontre´es dans le manteau sont suffisamment
e´leve´es pour que des transitions de phases apparaissent, notamment pour l’olivine et
les pyroxe`nes. E´tant donne´ que la profondeur a` laquelle se produisent de tels chan-
gements de densite´ est fonction des conditions de tempe´rature, de pression et de la
composition en fer des roches mantelliques, les observations sismologiques a` la surface
de ces plane`tes sont susceptibles de fournir des informations sur l’e´tat thermique et
les diffe´rences compositionelles des plane`tes telluriques. Ainsi, les premie`res e´tudes sur
l’inte´rieur de la Terre ont e´te´ possibles graˆce a` l’apparition d’outils ge´ophysiques tels
que les sismome`tres capables d’enregistrer le trajet des ondes sismiques a` travers les
diffe´rentes couches terrestres. Malheureusement, dans le cas des autres plane`tes tellu-
riques, l’e´tude de leur structure interne est limite´e car, en dehors de la Lune, aucune
donne´e sismologique n’est disponible. L’une des manie`res d’e´tudier l’inte´rieur de ces
plane`tes est l’analyse des relations topographie/gravite´, donne´es qui sont pre´cise´ment
mesure´es par les sondes spatiales en orbite.
Le manteau des plane`tes telluriques est constitue´ principalement de silicates, qui
peuvent localement eˆtre fondus, mais qui sont majoritairement solides. En re´ponse a`
des impulsions de courtes pe´riodes, comme des ondes sismiques, le manteau se com-
porte comme un corps e´lastique. Cependant, a` l’e´chelle des temps ge´ologiques (quelques
centaines de millions d’anne´es), les roches se comportent comme un fluide visqueux, ce
qui permet une circulation globale de la matie`re a` l’e´chelle de la plane`te. Ces mouve-
ments de matie`re, regroupe´s sous le terme de convection thermique, se caracte´risent a`
la surface de la Terre par la tectonique des plaques, qui elle-meˆme est a` l’origine de la
formation de structures ge´ologiques commes les failles, les montagnes ou les volcans.
La convection thermique du manteau des plane`tes telluriques est engendre´e par les
sources de chaleur interne : la chaleur emmagasine´e lors de la formation de la plane`te
par l’accre´tion de plane´te´simaux, la de´composition des e´le´ments radioactifs, comme
l’uranium ou le thorium pie´ge´s lors de l’accre´tion, la cristallisation de la graine et les
dissipations de mare´e.
Pour mieux comprendre le phe´nome`ne de convection thermique dans les plane`tes
telluriques, il est ne´cessaire de faire appel a` la mode´lisation nume´rique. La convection
thermique peut eˆtre de´crite comme la conservation de l’e´nergie, du moment et de la
masse, les e´quations d’e´tats ainsi que les conditions initiales et limites.
Le but de l’e´tude pre´sente´e ici est de de´velopper un outil qui puisse calculer la gravite´
et la topographie engendre´es par des anomalies thermiques dans le manteau convec-
tif d’une plane`te tellurique. L’aspect ve´ritablement innovant de cette de´marche est
d’associer les derniers outils de simulation de la convection thermique dans un milieu
sphe´rique 3D avec le calcul de la topographie dynamique de surface et du ge´o¨ıde par
une me´thode spectrale, base´e sur la de´composition en harmoniques sphe´riques.
Le manuscrit est divise´ en deux parties principales. Dans la premie`re partie, nous
introduirons les formulations mathe´matiques de la topographie et du ge´o¨ıde puis nous
comparerons les caracte´ristiques ge´ophysiques des plane`tes telluriques. Par la suite,
nous nous interesserons au cas de Mars a` travers l’e´tude de la topographie et du po-
tentiel de pesanteur. Nous verrons notamment l’importance de la de´finition du niveau
de re´fe´rence topographique en l’absence d’oce´an a` la surface de la plane`te. Nous nous
interesserons a` Deuteronilus, une pale´o-ligne de rivage identifie´e re´cemment a` la surface
de la plane`te. Nous calculerons les variations du potentiel de pesanteur le long de ce
contact et nous en tirerons les conclusions concernant la variation de la forme de Mars
par le passe´. Cette e´tude, associe´e aux donne´es spectrome´triques, nous permettra de
proposer un sce´nario cre´dible vis-a`-vis de l’histoire ge´ologique martienne. Enfin, nous
effectuerons une e´tude de l’hypsome´trie de la topographie afin de comparer le cas de
Mars a` celui des autres plane`tes telluriques.
Dans la seconde partie, nous aborderons le volet simulation nume´rique de cette
the`se. Nous pre´senterons tout d’abord les outils de´veloppe´s au cours de ces trois anne´es.
Nous verrons les caracte´ristiques du code de convection thermique, notamment la tech-
nique de maillage de la sphe`re cubique, le solver, les notions de paralle´lisme et la soumis-
sion des travaux aux centres de calcul solicite´s. Nous pre´senterons ensuite le formalisme
mathe´matique du calcul de la topographie dynamique de surface et du ge´o¨ıde ainsi que
la de´termination de ces parame`tres par la me´thode spectrale. Nous introduirons notam-
ment deux nouveaux parame`tres sans dimension caracte´ristiques de notre e´tude. Cet
outil sera ensuite applique´ a` des cas repre´sentatifs de la convection thermique (nombre
de Rayleigh, contraste de viscosite´ et chauffage interne), afin de quantifier pre´cise´ment
la contribution des diffe´rents parame`tres sur les observables ge´ophysiques de surface.
Nous verrons enfin les conclusions ge´ne´rales que l’on peut tirer de cette e´tude ainsi que
les perspectives d’application possible dans le futur.
Chapitre 1
Les plane`tes telluriques
Dans ce chapitre, nous rappelons tout d’abord le formalisme mathe´matique ne´ces-
saire a` la description des proprie´te´s topographiques et gravime´triques d’une plane`te,
puis nous pre´sentons les caracte´ristiques des plane`tes telluriques.
1.1 Rappel mathe´matique
1.1.1 De´finition de la topographie et de la gravite´
En l’absence de donne´es sismiques, seuls la gravite´, la topographie et le champ
magne´tique peuvent fournir des informations sur la structure interne d’une plane`te.
Les variations late´rales du champ de gravite´ peuvent eˆtre conside´re´es, dans une plane`te
stratifie´e, comme la manifestation d’un e´cart par rapport a` un e´quilibre me´canique (sauf
pour la crouˆte et la lithosphe`re qui ne sont pas dans un e´tat d’e´quilibre hydrostatique),
qui peut alors eˆtre relie´e a` des processus internes. Quant a` la topographie, cet observable
fournit une mesure directe de la contribution de la surface au champ de gravite´. Associe´e
aux images de la surface, elle te´moigne des contraintes pre´sentes dans la lithosphe`re et
par conse´quent de la ge´odynamique re´gionale et globale. L’analyse des relations entre
la topographie et la gravite´ est donc un outil important dans la de´termination des
parame`tres lie´s a` la formation et a` l’histoire d’une plane`te.
2 CHAPITRE 1. LES PLANE`TES TELLURIQUES
1.1.2 De´composition des donne´es en harmoniques sphe´riques
Topographie
La manie`re commune de repre´senter les champs sur une sphe`re est de les de´velopper
en fonctions formant une base orthogonale, appele´es harmoniques sphe´riques. Le prin-
cipe est de conside´rer que toute grandeur peut eˆtre de´compose´e selon sa contribution
a` chaque longueur d’onde, tout en tenant compte de la sphe´ricite´ du milieu. La topo-
graphie est alors de´finie de la manie`re suivante :
T (θ, φ) = R

1 + ∞∑
l>0
l∑
m=0
[Almcos(mφ) +Blmsin(mφ)]P
m
l (cosθ)

 (1.1)
ou` R est le rayon moyen de la plane`te, θ et φ sont la colatitude et la longitude. Alm et
Blm sont les coefficients d’harmoniques sphe´riques et P
m
l les polynoˆmes de Legendre
associe´es de degre´ l et d’ordre m. Les coefficients A et B sont calcule´s a` partir d’une
transforme´e en harmonique sphe´rique (transforme´e de Legendre sur la latitude, associe´e
a` une transforme´e de Fourier en longitude). Ce type de de´veloppement est valable de`s
lors que les donne´es sont re´parties uniforme´ment dans l’espace et suffisamment proches
les unes des autres pour limiter les erreurs de troncatures. D’apre`s Neumann et al.
(2004), une troncature de cette expansion au degre´ 90 entraˆıne une erreur de 6,5 km
sur les structures de courte longueur d’onde, mais demeure ade´quate pour repre´senter
les larges e´chelles de la topographie, avec une erreur RMS entre l’expansion et la
topographie originale de 0,4 km.
Gravite´
De la meˆme manie`re que pour la topographie, le potentiel de gravite´ a` l’exte´rieur
d’une plane`te et a` la distance r du centre de masse est de´veloppe´ en harmoniques
sphe´riques :
U(r, θ, φ) =
GM
r
[
1 +
∞∑
l=1
(
Rref
r
)l l∑
m=0
[Clmcos(mφ) + Slmsin(mφ)]P
m
l (cosθ)
]
(1.2)
ou` GM est la constante de gravitation multiplie´e par la masse de la plane`te, r, θ et φ
sont les coordonne´es sphe´riques (distance au centre de masse, colatitude et longitude).
1.1. RAPPEL MATHE´MATIQUE 3
Clm et Slm sont les coefficients d’harmoniques sphe´riques et P
m
l les polynoˆmes de
Legendre associe´es de degre´ l et d’ordre m. Rref est le rayon de re´fe´rence (en ge´ne´ral
le rayon e´quatorial moyen).
1.1.3 Analyse spectrale
Dans cette partie, nous de´finissons les grandeurs de base qui permettent l’e´tude
de la gravite´ et de la topographie dans le domaine spectral (cf. Annexe B pour plus
de de´tails). Tout d’abord, la composante spectrale de la topographie, ou e´nergie, qui
permet d’estimer la contribution des diffe´rents degre´s a` la forme ge´ne´rale du spectre :
Sl(T, T ) =
l∑
m=0
(A2lm +B
2
lm) (1.3)
Et de manie`re similaire, le terme correspondant au potentiel :
Sl(U,U) =
l∑
m=0
(C2lm + S
2
lm) (1.4)
et la composante spectrale croise´e :
Sl(T, U) =
l∑
m=0
(AlmClm +BlmSlm) (1.5)
La corre´lation, qui est une mesure de la relation line´aire entre deux fonctions, ici le
potentiel de gravite´ et la topographie :
γl =
Sl(T, U)√
Sl(T, T )Sl(U,U)
(1.6)
Dans le cas des courtes longueurs d’onde (ou` les anomalies de gravite´ sont principale-
ment dues a` la topographie), la cohe´rence doit eˆtre proche de 1.
Un moyen utile de quantifier et d’analyser la partie corre´le´e de la gravite´ avec la topo-
graphie est d’utiliser l’admittance. Si l’on suppose que la gravite´ glm et la topographie
Tlm sont relie´es par la relation suivante :
glm = QlmTlm + Ilm (1.7)
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ou` Qlm est une fonction de transfert line´aire et Ilm la portion du signal qui n’est pas
pre´dite par le mode`le (comme le bruit, par exemple). Si le bruit n’est pas corre´le´ a` la
topographie et que la fonction de transfert est inde´pendante de m, alors une estimation
de Ql peut eˆtre obtenue en multipliant l’e´quation pre´ce´dente par Tlm et en inte´grant
sur les m :
Zl =
Sl(U, T )
Sl(T, T )
(1.8)
Zl est alors l’admittance et correspond a` la partie re´elle de la composante croise´e du
spectre gravite´/topographie divise´e par la composante spectrale de la topographie. Une
forte admittance signifie qu’une faible topographie peut engendrer un signal gravitaire
important. Dans ce cas, soit la topographie n’est pas compense´e, soit elle est compense´e
mais a` grande profondeur. Dans le cas d’une admittance faible, cela signifie que malgre´
une forte topographie, l’impact est faible sur le signal gravitaire, c’est a` dire que la
topographie est compense´e a` faible profondeur.
Maintenant que nous avons de´crit les diffe´rents outils d’analyse des propie´te´s topo-
graphiques et gravime´triques, nous allons pre´senter les principales caracte´ristiques des
plane`tes telluriques que sont la Terre, Ve´nus et Mars.
1.2 La Terre
Malgre´ de nombreuses e´tudes aussi bien continentales qu’oce´aniques, la topogra-
phie de la Terre est, dans un sens, moins bien connue que la topographie des autres
plane`tes telluriques. Cela est principalement duˆ au fait que les deux tiers de la surface
terrestre sont recouverts par les oce´ans et qu’il est relativement couˆteux d’entreprende
des e´tudes bathyme´triques. Par conse´quent, il y a encore peu de temps, la topographie
des continents pre´sentait des lacunes a` courte longueur d’ondes. A` l’heure actuelle, le
mode`le le plus pre´cis de la topographie des terres e´merge´es est celui obtenu par la
mission SRTM (Rabus et al. (2003)). Durant dix jours, pre`s de 80% des terres entre
les latitudes 60° N et 54° S ont e´te´ cartographie´es, avec une re´solution horizontale et
verticale respectivement de 30 et 16 m.
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1.2.1 Topographie et gravite´
Pratiquement toute la topographie sur Terre peut eˆtre associe´e aux mode`les d’Airy,
de Pratt ou d’isostasie thermique et les anomalies de gravite´ associe´es aux e´difices
topographiques sont tre`s faibles. Nous verrons dans le chapitre 2 page 59 une e´tude
hypsome´trique de la topographie terrestre.
La topographie dynamique a` grandes e´chelles, de quelques centaines de me`tres (Co-
lin et Fleitout (1990); Le Stunff et Ricard (1995)) est domine´e par les superswells
d’Afrique du sud et de Polyne´sie (Sichoix et al. (1998); McNutt (1998)). Dans le cas du
bombement africain, Lithgow-Bertelloni et Silver (1998) ont attribue´ l’altitude e´leve´e
du plateau sud-africain (750m), des oce´ans environnants et du plateau africain Est, au
support dynamique cre´e´ par un panache ascendant issu de la base du manteau. L’ab-
sence de topographie dynamique supe´rieure a` quelques centaines de me`tres reste une
e´nigme, car les mode`les issus de la tomographie sismique et les simulations nume´riques
pre´disent une topographie dynamique de l’ordre du kilome`tre (Le Stunff et Ricard
(1997)).
Les variations ge´ographiques du champ de gravite´ global de la Terre sont visua-
lise´es graˆce au ge´o¨ıde, surface e´quipotentielle du potentiel de pesanteur qui, en milieu
oce´anique, co¨ıncide avec le niveau moyen de la mer. Les ondulations du ge´o¨ıde sont
dues au phe´nome`ne de convection a` grande e´chelle qui anime le manteau terrestre. C’est
notamment graˆce a` l’altime´trie laser que les ondulations du ge´o¨ıde ont pu eˆtre cartogra-
phie´es pre´cise´ment (GEOSAT, Topex/Poseidon, Jason). La mesure de ces variations
apporte des informations indispensables a` la connaissance de la dynamique interne du
manteau terrestre, de la structure thermique, de la me´canique des plaques tectoniques
et des points chauds. Sur Terre, les anomalies de gravite´ les plus e´leve´es sont corre´le´es
avec la topographie et les ondulations du ge´o¨ıde sont d’environ 200 me`tres.
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Fig. 1.1 – Ge´o¨ıde et topographie de la Terre (d’apre`s Wieczorek (2007)).
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1.2.2 Analyse spectrale de la topographie et de la gravite´
Le ge´o¨ıde terrestre pre´sente de faibles ondulations de quelques dizaines de me`tres (fi-
gure 1.1), ce qui se traduit par un spectre de puissance infe´rieur au spectre de puissance
de la topographie de cinq ordres de magnitude (figure (1.2)). Les spectres d’admittance
et de corre´lation de la topographie et du champ de gravite´ sont repre´sente´s sur la figure
(1.3). La corre´lation pour la plupart des faibles degre´s montre des valeurs faibles et par-
fois ne´gatives. Au-dela` du degre´ 12, la corre´lation pre´sente une valeur quasi-constante
d’environ 0,6 mais de´croit le´ge`rement a` partir du degre´ 250. Si la topographie de sur-
face e´tait totalement non-compense´e, l’admittance aurait une valeur quasi-constante
de 2πρG, soit 42 mGal.km−1 fois la densite´ en g.cm−3 (Wieczorek (2007)). La valeur
observe´e e´tant plus faible, cela signifie que la topographie et la gravite´ ne sont pas
parfaitement corre´le´es a` l’e´chelle globale.
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Fig. 1.2 – Spectre de puissance de la topographie (trait plein) et du ge´o¨ıde (pointille´s)
de la Terre.
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Fig. 1.3 – Spectres d’admittance et de correlation de la topographie et de la gravite´ de
la Terre (figure extraite de Wieczorek (2007)).
1.2.3 Dynamique interne
La the´orie de la convection thermique dans les anne´es soixante a fourni une ex-
plication du fort gradient thermique proche de la surface, qui est une manifestation
des couches limites thermiques associe´es a` la convection mantellique. Deux re´gimes
thermiques diffe´rents peuvent eˆtre distingue´s (Jeanloz et Morris (1986)) :
- les couches limites thermiques, ou` le transfert advectif est infe´rieur ou e´gal au
transfert conductif, comme la lithosphe`re oce´anique ou continentale (ce qui repre´sente
moins de 2% du volume terrestre). Les couches limites peuvent e´galement eˆtre d’origine
chimique ou compositionelle, comme dans le cas de la couche D” a` la base du manteau.
- sous les couches limites, ou` le transport de chaleur principalement advectif se
caracte´rise par des mouvements verticaux susceptibles d’eˆtre a` l’origine des superswells
d’Afrique du sud et de Polyne´sie (Sichoix et al. (1998); McNutt (1998)). La quasi
totalite´ du manteau infe´rieur peut eˆtre classe´e dans cette cate´gorie, comme le manteau
supe´rieur sous la lithosphe`re et des portions de la zone de transition.
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1.3 Ve´nus
En terme de taille, de masse et de densite´, Ve´nus est une plane`te voisine de la
Terre. La mission Magellan a fourni une quantite´ importante de donne´es concernant
la tectonique et le volcanisme ve´nusien (Solomon et al. (1992); Nimmo et McKenzie
(1998)). Les images radar de la surface sont comple´te´es par les donne´es topographiques
et gravime´triques. Cependant, cette plane`te ne pre´sente aucune trace d’une tectonique
des plaques comme sur Terre, ce qui semble indiquer que la convection mantellique a
e´te´ diffe´rente de celle de notre plane`te.
1.3.1 Topographie et gravite´
La cartographie de la surface de Ve´nus par radar, re´alise´e a` partir de 1990 par la
sonde Magellan (figure (1.4)), a mis en e´vidence un relief volcanique extraordinaire :
pas de dorsales oce´aniques ni de plaques tectoniques, mais des zones de rift et des
provinces volcaniques de type point chaud (Arvidson et al. (1991); Campbell et al.
(1992); Ford et Pettengill (1992)). La surface pre´sente une caracte´ristique unimodale
et pre`s de 80% se trouve a` ± 1km du rayon moyen de la plane`te. L’unimodalite´ est
caracte´ristique des plane`tes telluriques du syste`me solaire (cf. chapitre 2), sauf pour
la Terre ou` la topographie est bimodale, partage´e entre les continents (+200 m) et le
plancher oce´anique (-3500 m). De nombreux e´difices volcaniques parse`ment la surface,
des petits coˆnes comparables aux volcans sous-marins terrestres jusqu’aux boucliers
ge´ants de plus de 500 km de diame`tre, ainsi que des structures circulaires originales
nomme´es coronae qui te´moignent d’un processus magmatique spe´cifique a` la plane`te.
L’e´paisse atmosphe`re de Ve´nus a longtemps empeˆche´ l’observation directe de sa surface.
Il a fallu attendre les donne´es radars des observations terrestres et des missions Pioneer,
Venera 15-16 et Magellan pour obtenir une vue pre´cise de la surface. Ces images,
comple´te´es par les donne´es de topographie et de gravite´ (figure (1.5)), montrent en
fait que Ve´nus est bien diffe´rente de la Terre. Sur Terre, la tectonique des plaques se
traduit par la pre´sence de rides et de fosse´s. Bien que l’on retrouve des traces d’activite´
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Fig. 1.4 – Vue radar de la surface de Ve´nus par la sonde Magellan.
ge´ologique a` la surface de Ve´nus, leur origine n’est pas due a` une tectonique des plaques
globale mais a` une activite´ ge´ologique re´gionale. Par ailleurs, une importante diffe´rence
entre les deux plane`tes re´side dans la tempe´rature de surface. Sur Ve´nus, l’atmosphe`re
e´paisse compose´e a` plus de 95% de CO2, est responsable d’un effet de serre qui provoque
une tempe´rature de 475°C a` la surface (Seiff (1983)).
L’e´paisseur de la lithosphe`re de Ve´nus peut eˆtre estime´e si l’on fait trois hypothe`ses
(Schubert et al. (2001)) :
- le chauffage radioactif, duˆ a` la pre´sence d’uranium, de thorium et de potassium
est sensiblement identique au chauffage radioactif terrestre.
- les tempe´ratures moyennes des manteaux des deux plane`tes sont e´gales.
- la perte de chaleur en surface a une de´pendance temporelle ne´gligeable et la
production de chaleur par la crouˆte est faible.
Avec ces hypothe`ses, la lithosphe`re de la plane`te devrait avoir une e´paisseur e´gale a`
60% de celle de la lithosphe`re terrestre, soit 40 km, du fait d’une tempe´rature de surface
plus e´leve´e (Schubert et al. (2001)). La conse´quence d’une lithosphe`re mince et chaude,
est qu’elle est trop faible pour supporter une forte topographie et les larges anoma-
lies de gravite´ associe´es. Cependant, les donne´es topographiques et gravime´triques de
1.3. VE´NUS 11
-60˚
-30˚
0˚
30˚
60˚
-40 0 40 80 120
m
-60˚
-30˚
0˚
30˚
60˚
-2000 0 2000 4000 6000 8000
m
Fig. 1.5 – Ge´o¨ıde et topographie de Ve´nus (d’apre`s Wieczorek (2007)).
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la sonde Pioneer montrent une totale incompatibilite´ avec ces trois hypothe`ses. Bien
que la topographie moyenne de la surface de Ve´nus soit infe´rieure d’un facteur 4 a` la
topographie terrestre, les altitudes maximales sont quasiment e´gales (Pettengill et al.
(1980); Bills et Kobrick (1985); Turcotte (1987); Ford et Pettengill (1992)).
Deux mode`les ont e´te´ propose´s pour expliquer la forte topographie de Ve´nus. Le pre-
mier fait appel a` une topographie compense´e comme dans le cas de la Terre, ou` la haute
topographie est explique´e par l’isostasie d’Airy. Avec une lithosphe`re fine et chaude,
comme dans le cas de Ve´nus, l’e´paississement crustal serait limite´. Une lithosphe`re fine
implique des surfaces de compensation peu profondes, incompatibles avec les observa-
tions.
Ces difficulte´s ame`nent au second mode`le en relation avec le support dynamique
de la topographie (Phillips (1990); Bindschadler et al. (1992)). Ce mode`le est base´
sur l’interaction dynamique avec la convection mantellique pour la ge´ne´ration de la
topographie et des anomalies de gravite´ associe´es. Les terrains e´quatoriaux e´leve´s sont
ge´ne´ralement associe´s a` des panaches ascendants (Morgan et Phillips (1983); Herrick
et Phillips (1990); Phillips et al. (1991)). De plus, la quasi absence de relaxation de
la topographie associe´e aux crate`res d’impact requiert une litosphe`re e´lastique e´paisse
(Grimm et Solomon (1988)). Ces observations semblent donc e´carter l’hypothe`se d’une
lithosphe`re fine a` l’e´quilibre domine´e par la topographie dynamique et les anomalies
du ge´o¨ıde associe´es.
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Les donne´es obtenues par les sondes Pioneer et Magellan ont montre´ que, contrai-
rement au cas de la Terre, les anomalies de gravite´ sur Ve´nus sont fortement corre´le´es
a` la topographie (Konopliv et Sjogren (1994)). Par ailleurs, l’admittance est e´leve´e (cf.
figure (1.8)) et les profondeurs de compensation sont importantes. Les grandes ano-
malies positives sont associe´es a` Beta Regio (complexe volcanique) et a` la partie Est
d’Aphrodite Terra (Esposito et al. (1982); Herrick et al. (1989)). Ces formations sont
au moins compense´es a` 75%, mais les anomalies de gravite´ associe´es sont largement
supe´rieures compare´es aux anomalies terrestres. En se basant sur le mode`le d’Airy,
la partie Est d’Aphrodite Terra pre´sente une profondeur de compensation de 230 km
(Herrick et al. (1989)) et Ishtar Terra, une profondeur de 150 km (Sjogren et al. (1984)).
Comme dans le cas de la Terre, le ge´o¨ıde de Ve´nus pre´sente des ondulations d’environ
200 me`tres. Les anomalies les plus importantes correspondent aux e´difices volcaniques
d’Atla et de Bera Regio, et aux portions continentales d’Aphrodite et de Ishtar Terra.
Ces anomalies ont e´te´ directement relie´es aux contraintes lithosphe´riques (Sandwell
et al. (1997)). Il est a` remarquer que les plaines pre´sentant les plus faibles e´le´vations
sont associe´e a` des anomalies du ge´o¨ıde ne´gatives.
1.3.2 Analyse spectrale de la topographie et de la gravite´
Les spectres de puissance de la topographie de Ve´nus (GTDR3.2) (Rappaport et al.
(1999)) et du ge´o¨ıde (MGNP180U) (Konopliv et al. (1999)) sont repre´sente´s sur les
figures (1.6) et (1.7). Ceux-ci sont similaires aux spectres de la Terre, mis a` part que
l’amplitude des termes du premier et second degre´ de la topographique de Ve´nus sont
plus petits. Le changement de pente a` partir du degre´ 100 a e´te´ mis en e´vidence par
Rappaport et al. (1999) graˆce au spectre de la rms de la topographie. D’apre`s Wieczorek
(2007), ce changement de pente serait duˆ soit a` une impre´cision dans l’algorithme
des transforme´es en harmoniques sphe´riques, soit aux arte´facts lie´s a` la me´thode de
remplissage des donne´es manquantes. De plus, l’erreur associe´e au ge´o¨ıde est supe´rieure
au ge´o¨ıde lui meˆme au-dela` du degre´ 65 (Wieczorek (2007)).
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Fig. 1.6 – Spectre de puissance de la topographie de Ve´nus. En pointille´s : le spectre
terrestre correspondant.
Les spectres d’admittance et de corre´lation de la topographie et du champ de gravite´
repre´sente´s sur la figure (1.8), diffe`rent radicalement des spectres terrestres respectifs.
L’admittance pre´sente des valeurs entre 30 et 50 mGal.km−1 jusqu’au degre´ 100, alors
que pour la Terre, l’admittance croˆıt re´gulie`rement de 0 a` 30 mGal.km−1 jusqu’au
degre´ 100.
La corre´lation entre les champs de gravite´ et de topographie est e´galement supe´rieure
a` la corre´lation terrestre pour les degre´s infe´rieurs a` 40. Cependant, au-dela` du degre´
60, la corre´lation et l’admittance diminuent line´airement a` mesure que les degre´s aug-
mentent, ce qui, d’apre`s Wieczorek (2007), serait duˆ a` la mauvaise de´termination des
coefficients du potentiel global.
En conside´rant seulement ces coefficients ou` l − |m| < 20, Konopliv et al. (1999)
ont montre´ que l’admittance et la corre´lation sont conside´rablement supe´rieures a` celles
dans le cas ou` tous les coefficients sont conside´re´s. En particulier, la corre´lation reste
proche de 0,7 pour les degre´s jusqu’a` 140.
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Fig. 1.7 – Spectre de puissance du ge´o¨ıde de Ve´nus. En pointille´s : le spectre terrestre
correspondant.
Fig. 1.8 – Spectres d’admittance et de correlation de la topographie et de la gravite´ de
Ve´nus (figure extraite de Wieczorek (2007)).
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1.4 Mars
Mars est une plane`te dont le rayon est deux fois plus petit que celui de la Terre
et sa surface est caracte´rise´e par des volcans dont la taille de´passe celle des volcans
terrestres, un gigantesque canyon comparable au rift Est africain, des re´seaux de che-
naux complexes, des ıˆles, des dunes, des calottes polaires (figure (1.9)). Les premie`res
photos de´taille´es de la surface martienne ont e´te´ obtenues lors des survols des sondes
Mariner 4 en 1965 et Mariner 6-7 en 1969. Ces photographies ont re´ve´le´ une surface tre`s
crate´rise´e, ressemblant fortement a` celle de la Lune. Cependant, les images de la sonde
Mariner 9 en 1971 ont montre´ que les pre´ce´dentes missions n’avaient image´ qu’un seul
type de terrain alors que la plane`te pre´sente une diversite´ ge´ologique importante. En
1976, les deux missions Viking 1 et 2 vont fournir plus de cinquante mille images de la
plane`te, couvrant ainsi plus de 97% de la surface avec une re´solution infe´rieure a` 300m.
Plus re´cemment, en 1996, la sonde Mars Global Surveyor a produit des images encore
plus pre´cises, dont certaines atteignent une re´solution de 1 me`tre par pixel. Toutes ces
missions ont permis de dresser une carte de´taille´e de la surface de Mars.
1.4.1 Topographie et gravite´
La structure la plus importante sur Mars est la dichotomie qui se´pare les deux
he´misphe`res de la plane`te (figure (1.10)). Les terrains du sud dont l’altitude moyenne
varie entre 3 et 6 km, sont dense´ment crate´rise´s alors que l’he´misphe`re nord, d’altitude
plus faible (3 km en dessous du rayon moyen de la plane`te) est compose´ de plaines
lisses. Le fait que cette re´gion soit tre`s peu crate´rise´e sugge`re un re´cent renouvellement
de la surface et donc un aˆge plus jeune. L’he´misphe`re Sud est probablement l’image
originelle de la surface de Mars apre`s la phase d’accre´tion de la plane`te alors que
l’hemisphe`re Nord semble eˆtre d’origine volcanique et se´dimentaire.
La seconde particularite´ est le gigantesque complexe volcanique de Tharsis qui
s’e´tale sur plus de 5000 km et s’e´le`ve en moyenne a` 10 km d’altitude. Situe´ de part et
d’autre de l’e´quateur, il regroupe les principaux volcans de la plane`te que sont Ascraeus,
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Fig. 1.9 – Vue globale de Mars reconstitue´e a` partir des images Viking.
Pavonis, Arsia et Olympus Mons. Cette re´gion est en partie responsable de la forme
particulie`re du ge´o¨ıde de la plane`te (figure (1.10)).
Le dernier trait marquant de la surface martienne est le canyon Valles Marineris,
long de 4000 km, large de 300 km et d’une profondeur pouvant atteindre 10 km. Un
certain nombre de mode`les mathe´matiques base´s sur les harmoniques sphe´riques ont
e´te´ de´veloppe´s graˆce aux donne´es Mariner, Viking et MGS (Smith et al. (1999a); Le-
moine et al. (2001); Yuan et al. (2001)). Le dernier mode`le en date atteint le degre´ 95
(Konopliv et al. (2006)).
La figure (1.11) repre´sente l’anomalie de gravite´ a` l’air libre, autrement dit les diffe´-
rences de gravite´ entre la valeur the´orique du champ de gravite´ et la valeur mesure´e,
corrige´e de l’altitude. La valeur moyenne sur Mars est de 100 mGal, mais certaines
re´gions pre´sentent de fortes anomalies supe´rieures a` 400 mGal, comme Tharsis, Ely-
sium ou Isidis. La valeur la plus forte correspond a` Tharsis (plus de 3000 mGal).
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Fig. 1.10 – Ge´o¨ıde et topographie de Mars (d’apre`s Wieczorek (2007)).
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Fig. 1.11 – Gravite´ a` l’air libre de Mars (mode`le jgm85).
Les deux he´misphe`res semblent re´pondre diffe´remment aux impacts ainsi qu’aux pro-
cessus volcaniques (Smith et al. (1999b)). Le sud, qui pre´sente une topographie tre`s
irre´gulie`re, pre´sente un signal de gravite´ relativement lisse, qui est interpre´te´ comme
une compensation isostatique d’une surface ancienne. Le Nord, quant a` lui, pre´sente des
anomalies de gravite´ qui ne sont pas en accord avec sa topographie re´gulie`re. D’apre`s
ces auteurs, la diffe´rence entre les anomalies de gravite´ du Sud et du Nord (160 mGal)
pourrait eˆtre associe´e a` la dichotomie observe´e sur la topographie et a` une variation
de l’e´paisseur crustale avec la latitude (Zuber et al. (2000)).
Les bassins d’impact de l’he´misphe`re Sud pre´sentent une forte anomalie circulaire
ne´gative et une anomalie positive au centre (mis a` part Hellas). L’anomalie centrale est
probablement lie´e au soulevement du manteau par re´ajustement isostatique et l’ano-
malie ne´gative circulaire serait due a` la contribution de deux phe´nome`nes que sont
l’e´paississement de la crouˆte a` la suite de l’impact et la de´flexion de la lithosphe`re en
re´ponse a` la charge .
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En conside´rant que le signal de gravite´ est duˆ entie`rement aux variations d’e´paisseur
crustale (dont la densite´ est suppose´e homoge`ne), Zuber et al. (2000) ont pu contraindre
la valeur minimale de l’e´paisseur moyenne de la crouˆte. Le principe est d’expliquer
l’anomalie de Bouguer en faisant varier le relief a` la base de la crouˆte. La seule contrainte
est de fixer localement l’e´paisseur a` une valeur proche de ze´ro (dans cette e´tude, le
crate`re Hellas), car aucune mesure directe de cette e´paisseur n’est encore disponible.
Leur e´tude ame`ne donc a` une valeur moyenne de 43,5 km, avec une valeur minimale
de 3 km sous Isidis Planitia et une e´paisseur maximale de 92 km sous Syria Planum.
La tendance globale montre un amincissement de la crouˆte en remontant vers le Nord :
une crouˆte e´paisse sous les vieux volcans comme Alba Patera et plus fine sous les jeunes
complexes volcaniques comme Tharsis.
Neumann et al. (2004) ont pre´sente´ re´cemment un mode`le plus pre´cis, base´ sur
les derniers mode`les de gravite´ et une prise en compte plus fine de la densite´ de la
crouˆte. En tenant compte d’une densite´ plus forte pour les volcans de Tharsis et de
la pre´sence des calottes polaires de faible densite´, leur mode`le pre´dit une e´paisseur de
crouˆte variant de 5 a` 100 km.
Le ge´o¨ıde martien pre´sente les plus fortes ondulations, avec un maximum de 2,5 km.
Le signal est syme´trique et centre´ sur Tharsis et entoure´ par un minimum annulaire.
D’autres maxima sont associe´es aux bassins d’impact Isidis et Utopia, ainsi qu’au
volcan Elysium. Deux mode`les ont e´te´ propose´s pour expliquer la topographie et le
champ de gravite´ de Tharsis, l’un base´ sur l’origine volcanique du complexe, l’autre
base´ sur l’origine mantellique de la structure. Bien que ces deux mode`les reproduisent
correctement la topographie de la re´gion de Tharsis, ils impliquent des conse´quences
diffe´rentes pour le manteau martien, la structure de la crouˆte et l’e´volution thermique
de la plane`te.
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Mode`les de formation du doˆme de Tharsis
D’apre`s le premier mode`le, le doˆme de Tharsis serait d’origine volcanique et consti-
tue´ d’intrusions magmatiques (Solomon et Head (1982)). Ce mode`le stipule implicite-
ment que la contribution du manteau a` la topographie et a` la gravite´ est secondaire.
Cependant, il n’explique pas l’origine des sources de chaleur responsables de la nature
volcanique de Tharsis.
Dans le second mode`le, le champ de gravite´ et la topographie de la re´gion de Tharsis
sont la conse´quence de la remonte´e d’un plume mantellique sous Tharsis (Weinstein
(1995), Harder et Christensen (1996)). Le mode`le repose sur l’hypothe`se selon laquelle
les anomalies de gravite´ a` grandes longueurs d’ondes (l≤4) proviennent majoritairement
du manteau et que le volcanisme du doˆme de Tharsis ne´cessite des sources de chaleur
profondes. Un tel mode`le a e´te´ valide´ par plusieurs e´tudes, aussi bien d’un point de
vue tectonique (Me`ge et Masson (1996)), que d’un point de vue convectif (Harder et
Christensen (1996), Harder (2000)). D’autres mode`les de convection prenant en compte
les changements de phases mine´ralogiques (ex. spinel a` perovskite), ont montre´ qu’une
convection a` plume unique serait possible dans le manteau martien (Weinstein (1995),
Harder et Christensen (1996)). Cette structure permettrait d’expliquer l’existence d’une
source de chaleur profonde a` la verticale du doˆme de Tharsis, mais e´galement l’aspect
de la topographie et l’anomalie de l’are´o¨ıde dans la re´gion (Harder (2000)). Ce mode`le
sugge`re que le noyau de la plane`te ait pu se refroidir rapidement, ce qui implique
des conse´quences non ne´gligeables concernant la nature de la dynamo et l’histoire du
champ magne´tique de la plane`te. Ce mode`le est toutefois soumis a` certaines critiques :
les dernie`res e´tudes sur le sujet montrent en effet qu’un tel mode`le n’explique que
15% de l’are´o¨ıde re´gional et 25% de la topographie du complexe volcanique (Zhong
et Roberts (2003)). En effet, jusqu’a` re´cemment, les mode`les propose´s pour expliquer
l’origine profonde de Tharsis ne prenaient pas en compte la nature de la lithosphe`re
(Harder et Christensen (1996), Harder (2000)). Or, des e´tudes telles que celle de Zhong
(2002), prenant en compte la nature e´lastique de la lithosphe`re, ont montre´ que le
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signal gravime´trique d’un plume (a` grande longueur d’onde ; l=2), peut eˆtre re´duit
d’un facteur 3, re´sultat en accord avec d’autres e´tudes base´es sur la mode´lisation de la
topographie/gravime´trie de jeunes volcans (McGovern et al. (2002)).
Une troisie`me hypothe`se sugge`re que l’anomalie thermique pourrait eˆtre due a` un
impact ge´ant (Reese et al. (2002)). L’anomalie de l’are´o¨ıde pre´sente en effet une forme
circulaire que l’on ne retrouve pas sur les cartes de topographie et de gravite´. Ce-
pendant, il n’existe pas d’arguments ge´ophysiques permettant de mettre en e´vidence
une telle zone d’impact dans la re´gion de Tharsis (Zuber et al. (2000)). Mais certains
mode`les de formation affirment que peu de temps apre`s s’eˆtre forme´e, Mars aurait
subi des impacts conse´quents, qui auraient pu modifier les conditions thermiques ini-
tiales de la plane`te. Il paraˆıt cependant difficile d’imaginer qu’un impact puisse plutoˆt
donner naissance a` un e´difice volcanique qu’a` un ”mega-bassin”. Mais la physique des
impacts ge´ants est encore aujourd’hui mal connue, ce qui permet d’imaginer de nom-
breux sce´narios pour expliquer la pre´sence du doˆme de Tharsis.
1.4.2 Analyse spectrale de la topographie et de la gravite´
Les spectres de la topographie de Mars et du ge´o¨ıde issus du mode`les JGM95J01
sont repre´sente´s sur les figures (1.12) et (1.13). Le ge´o¨ıde martien est supe´rieur d’un
ordre 2 aux spectres de topographie de la Terre et de Ve´nus. D’apre`s Wieczorek (2007),
les premiers cinq degre´s du ge´o¨ıde martien sont tre`s supe´rieurs aux valeurs atten-
dues base´es sur l’extrapolation des termes de degre´s supe´rieurs. Ce signal est une
conse´quence de la charge lithosphe´rique et de la de´flexion associe´e a` la re´gion de Thar-
sis (Zuber et Smith (1997); Phillips et al. (2001)).
L’admittance et la corre´lation de la topographie et du champ de gravite´ sont
repre´sente´es sur la figure (1.14). L’admittance croˆıt re´gulie`rement jusqu’a` atteindre un
palier au-dela` du degre´ 30. Au-dela` du degre´ 65, l’admittance ainsi que la corre´lation
diminuent, ce qui traduit la faible re´solution du champ de gravite´ (Wieczorek (2007)).
Alors que la forme de l’admittance est similaire a` celle de l’admittance terrestre, l’am-
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Fig. 1.12 – Spectre de puissance de la topographie de Mars. En pointille´s : le spectre
terrestre correspondant.
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Fig. 1.13 – Spectre de puissance du ge´o¨ıde de Mars. En pointille´s : le spectre terrestre
correspondant.
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Fig. 1.14 – Spectres d’admittance et de corre´lation de la topographie et de la gravite´
de Mars (figure extraite de Wieczorek (2007)).
plitude est largement supe´rieure pour les degre´s e´leve´s (100 au lieu de 35 mGal.km−1).
Ces valeurs sont comparables a` ce que l’on pourrait attendre dans le cas d’une topo-
graphie non compense´e (Wieczorek (2007)).
La corre´lation entre la gravite´ et la topographie est e´galement e´leve´e, avec des
valeurs entre 0,6 et 0,8. Le fait que la corre´lation sur Mars soit tre`s forte a` toutes les
longueurs d’ondes (contrairement au cas de la Terre aux grandes e´chelles) implique une
forte relation entre les variations de densite´, sources des anomalies gravime´triques et
les processus de formation de la topographie.
Comme dans le cas de Ve´nus, les termes gravitaires sectoriels (m=l) sont mieux
de´termine´s du fait de l’orbite quasi-polaire de MGS (Wieczorek (2007)). Lorsque seuls
ces termes sectoriels sont utilise´s, la corre´lation est encore plus forte que dans le cas
pre´sent (Yuan et al. (2001)).
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1.5 Conclusions du chapitre
Les donne´es spatiales ont permis d’ame´liorer nettement les mode`les topographiques
et gravime´triques des plane`tes telluriques. Aujourd’hui, les derniers mode`les gravime´tri-
ques de Mars sont de´veloppe´s jusqu’au degre´ 95 (MGS95J, Konopliv et al. (2006)) et
les futures missions permettront d’ame´liorer encore la pre´cision des mode`les. L’ame´lio-
ration des me´thodes d’analyse des donne´es ge´ophysiques est e´galement a` mentionner.
Les premie`res e´tudes e´taient re´alise´es en 1D, a` partir de simples profils gravime´triques.
L’e´tudes des petits corps a permis de de´montrer la supe´riorite´ des me´thodes d’analyse
sphe´rique par rapport aux me´thodes carte´siennes classiques.
Il reste ne´anmoins de nombreuses ame´liorations a` apporter aux mode`les existant,
comme la prise en compte de la nature e´lasto-visco-plastique de la lithosphe`re qui
ne´cessite un temps de calcul e´leve´ et qui est difficilement imple´mentable dans une
inversion utilisant la topographie et la gravite´ comme parame`tres.
Dans le chapitre suivant, nous allons nous inte´resser de plus pre`s aux donne´es to-
pographiques et gravime´triques martiennes. Nous allons entre autre voir comment l’on
peut de´terminer le niveau de re´fe´rence topographique de la plane`te. Nous e´tudierons
ensuite les variations du potentiel de pesanteur d’une ligne de rivage et nous nous
interesserons aux variations de la forme de Mars par le passe´.
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Chapitre 2
Potentiel de pesanteur et
hypsome´trie de Mars
Les tout premiers mode`les de topographie et de gravite´ martienne ont pu eˆtre
e´labore´s dans les anne´es 1970 graˆce aux missions Viking, mais les plus grands progre`s
concernant la connaissance de Mars ont e´te´ re´alise´s re´cemment, graˆce a` la mission
Mars Global Surveyor, lance´e en 1996. Que ce soit au niveau de l’imagerie de surface,
du champ magne´tique ou de la gravite´ martienne, jamais des donne´es aussi pre´cises
n’avaient e´te´ re´colte´es. Ce sont ces jeux de donne´es que nous allons utiliser dans la suite
de ce chapitre pour l’e´tude du potentiel de pesanteur et de l’hypsome´trie de Mars.
2.1 Forme de Mars
2.1.1 Le niveau ze´ro ou comment de´finir l’are´o¨ıde
L’are´o¨ıde est a` Mars ce que le ge´o¨ıde est a` la Terre, c’est a` dire la surface d’isovaleur
du potentiel de pesanteur. Sur Terre, cette surface est confondue avec le niveau moyen
des oce´ans. Sur Mars, il est impossible de de´terminer l’are´o¨ıde de cette manie`re du
fait de l’absence d’oce´an. La me´thode consiste a` choisir le potentiel de re´fe´rence tel
que l’e´cart entre le rayon de la plane`te (figure (2.1)) et le rayon de l’are´o¨ıde que l’on
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Fig. 2.1 – Rayon au centre de masse de Mars.
de´termine soit minimal. Une fois cette surface de´termine´e, la topographie s’obtient en
calculant l’e´cart entre le rayon au centre de masse et cette surface de re´fe´rence. Dans
leur article, Smith et al. (2001) de´finissent le niveau de re´fe´rence comme la surface
e´quipotentielle (gravitationelle plus rotationelle) dont la valeur moyenne a` l’e´quateur
est e´gale au rayon moyen de´termine´ par l’altime`tre laser MOLA de la Sonde MGS, soit
3389508±3 m. Il semble e´tonnant que cette surface soit de´termine´e a` partir de sa valeur
moyenne a` l’e´quateur et non par rapport a` sa valeur moyenne sur toute la plane`te. Nous
avons donc recalcule´ l’are´o¨ıde martien de telle manie`re que son rayon moyen inte´gre´ sur
toute la surface martienne (et non plus seulement sur l’e´quateur) corresponde au rayon
martien moyen mesure´ par MOLA (figure (2.2)). Chaque valeur de´termine´e a bien
entendu e´te´ ponde´re´e par son e´le´ment de surface associe´. Les potentiels de re´fe´rence
ainsi obtenus sont regroupe´s dans le tableau (2.1). La diffe´rence entre les deux potentiels
atteint 2680m2.s−2, soit pre`s de 720 me`tres pour la topographie.
La forme de l’are´o¨ıde est proche de celle d’un ellipso¨ıde tri-axial (figure (2.2)). Dans
la section suivante, nous allons voir comment de´finir les parame`tres de cet ellipso¨ıde.
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Fig. 2.2 – Are´o¨ıde recalcule´ par la me´thode de´finie dans la section 2.1.1.
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Fig. 2.3 – Topographie de Mars de´termine´e a` partir de l’are´o¨ıde repre´sente´ sur la figure
2.2.
Ueq (m
2.s−2) 12652137
US (m
2.s−2) 12654815
Tab. 2.1 – Potentiels de re´fe´rence pour la de´termination de l’are´o¨ıde martien.
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2.1.2 Ellipso¨ıde tri-axial
Mars pre´sente un renflement e´quatorial du fait de l’existence du complexe volca-
nique de Tharsis. Si l’on veut repre´senter plus pre´cise´ment la forme de Mars, il est
donc important de prendre en compte ce renflement e´quatorial. Cela est possible en
ajoutant un second axe e´quatorial, afin d’obtenir un ellipso¨ıde tri-axial. Cette forme
ge´ome´trique est de´finie par un demi-grand-axe a, un demi-moyen-axe b, un demi-petit-
axe c, un aplatissement polaire fp et un aplatissement e´quatorial feq.
Les parame`tres ge´ode´siques utilise´s pour ces calculs sont regroupe´s dans le tableau
(2.2). Les parame`tres respectifs de l’ellipso¨ıde sont de´termine´s de telle sorte que le
volume soit e´gal a` celui d’une sphe`re de rayon 3389508±3m, rayon MOLA (Smith et al.
(2001)) et que les potentiels en chaque axe a, b et c soient e´gaux. Le volume martien est
calcule´ nume´riquement en inte´grant le volume compris entre le rayon moyen RMOLA et
le rayon au centre de masse, en ponde´rant par l’e´le´ment de surface associe´.
rMOLA (m) (Smith et al. (2001)) 3389508±3
req (m) (Smith et al. (2001)) 3396200
GM(m3.s−2) 4.2828358 1013
ω(rad.s−1) 7.0882181 10−5
α02 (Yuan et al. (2001)) -.875981139892 10
−3
α22 (Yuan et al. (2001)) -.84316422715 10
−4
β22 (Yuan et al. (2001)) .496870945727 10
−4
V (m3) 1.6311554925969 1020
Tab. 2.2 – Parame`tres ge´ode´siques utilise´s pour le calcul de l’ellipso¨ıde tri-axial.
Par de´finition, le rayon d’un ellipso¨ıde tri-axial est donne´ par la formule suivante :
x2
a2
+
y2
b2
+
z2
c2
= 1 avec r =
√
x2 + y2 + z2 (2.1)
a et b e´tant les deux rayons e´quatoriaux et c, le rayon polaire.
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La relation entre les coordonne´es carte´siennes et sphe´riques est :
x = rcosλcosφ ; y = rcosλsinφ et z = rsinφ (2.2)
d’ou`
r =
1√
cos2λcos2φ
a2
+ cos
2λsin2φ
b2
+ sin
2λ
c2
(2.3)
Les aplatissements polaire et e´quatorial sont de´finis de la manie`re suivante :
fp =
a+b
2
− c
a+b
2
et feq =
a− b
a
(2.4)
Le potentiel de pesanteur doit eˆtre e´gal en a, b et c :
En a : U0 =
GM
a
[
1 +
J2
2
+ 3J22
]
+
a2ω2
2
(2.5)
En b : U0 =
GM
b
[
1 +
(
a
b
)2 (J2
2
− 3J22
)]
+
b2ω2
2
(2.6)
En c : U0 =
GM
c
[
1− J2
(
a
c
)2]
(2.7)
Les valeurs du J2 et du J22 sont recalcule´es a` chaque ite´ration sur le rayon de l’el-
lipso¨ıde :
J2 = −
√
5α02
(
req
a
)2
(2.8)
J22 =
√
15
6
√
(α22)
2
+ (β22)
2
(
req
a
)2
(2.9)
Les parame`tres de l’ellipso¨ıde tri-axial sont regroupe´s dans le tableau (2.3).
2.2 Anomalie de gravite´
2.2.1 Anomalie de l’are´o¨ıde
Cette anomalie correspond a` l’e´cart entre l’are´o¨ıde et l’ellipso¨ıde tri-axial (figure
(2.4)). Les plus fortes valeurs sont concentre´es autour de la re´gion de Tharsis.
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a (m) 3396084±3
b (m) 3394794±3
c (m) 3377650±4
U0 (m
2.s−2) 12654815±12
1/fp 190,87±0,07
1/feq 2633,2±12,2
Tab. 2.3 – Parame`tres de l’ellipso¨ıde tri-axial.
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Fig. 2.4 – Anomalie de l’are´o¨ıde par rapport a` l’ellipso¨ıde tri-axial.
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2.2.2 Gravite´ a` l’air libre
La gravite´ a` l’air libre correspond a` la valeur de la pesanteur mesure´e en un point
et corrige´e de l’altitude. En un point d’altitude h sur une sphe`re, la valeur de la gravite´
est donne´e par :
g =
GM
(R+ h)2
=
GM
R2
1
(1 + h/R)2
≃ g0
(
1− 2h
R
)
(2.10)
L’anomalie de gravite´ est la diffe´rence entre la gravite´ a` l’air libre et la valeur the´orique
de la gravite´ (formule de MacCullagh, Turcotte et Schubert (1982)) :
g =
GM
r2
[
1− 3
2
(
3sin2λ− 1
)(ae
r
)2
J2
]
− rω2cos2λ (2.11)
Si le relief est compense´, cette anomalie est quasi nulle. La figure (2.5) repre´sente
l’anomalie de gravite´ calcule´e pour la re´gion d’Isidis et le crate`re Hellas. Bien que
la topographie de ces depressions soit constante, une anomalie de gravite´ est visible.
Cette anomalie rappelle la pre´sence du pic central du crate`re lors de sa formation.
Aujourd’hui, le pic central a disparu, mais son signal gravime´trique est toujours pre´sent.
De telles anomalies (mascons) ont e´te´ de´couvertes sur la Lune (Muller et Sjogren
(1968)), confirme´es ensuite par les premie`res missions Apollo (Murphy et Siry (1970))
et la mission Clementine (Arkani-Hamed (1998)).
2.3 Potentiel de pesanteur
Le potentiel de pesanteur d’un corps quasi-sphe´rique peut eˆtre exprime´ par une
de´composition en harmoniques sphe´riques :
U(r, φ, λ) =
GM
r
+
GM
r
∞∑
l=1
l∑
m=0
(
ae
r
)l
P
m
l (sinφ)[C
m
l cosλ+ S
m
l sinλ] +
1
2
r2ω2cos2λ
(2.12)
avec :
r, φ, λ : rayon, longitude, latitude
ae : rayon de re´fe´rence
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Fig. 2.5 – Anomalies de gravite´ sur Isidis et Hellas.
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GM : constante gravitationelle
P
m
l (sinφ) : polynoˆme de Legendre associe´ et normalise´ de degre´ l et d’ordre m
C
m
l , S
m
l : coefficients d’harmoniques sphe´riques normalise´s, de degre´ l et d’ordre m
Le potentiel de pesanteur de Mars est de´termine´ a` partir des coefficients d’harmo-
niques sphe´riques du mode`le jgm75d01 (Yuan et al. (2001)). Avant cela, il est ne´cessaire
de de´terminer le rayon au centre de masse de la plane`te a` partir des coefficients d’har-
moniques sphe´riques du mode`le MOLA (Smith et al. (2000)). Malgre´ l’existence de
mode`les de´veloppe´s jusqu’au degre´ 85, nous nous limitons au degre´ 60, du fait de
l’incertitude des coefficients d’ordre supe´rieur. La re´solution du mode`le s’obtient en
divisant la circonfe´rence par le degre´ de de´veloppement du potentiel, ce qui, pour notre
mode`le, correspond a` une demi-longueur d’onde de 3o, soit environ 180 km. Le poten-
tiel de pesanteur est repre´sente´ sur la figure (2.6). Nous allons voir dans le paragraphe
suivant une application locale du calcul du potentiel de pesanteur.
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Fig. 2.6 – Potentiel de pesanteur de Mars.
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2.4 Pale´o-lignes de rivage
2.4.1 Historique
L’ide´e de l’existence d’un oce´an a` la surface de Mars remonte a` plus d’une quin-
zaine d’anne´es. Les travaux de Parker et al. (Parker et Saunders (1987); Parker et al.
(1989, 1993)), ont permis de mettre en e´vidence l’existence de pale´o-lignes de rivage
sur la plane`te graˆce aux images des sondes Viking. Ces e´tudes se sont base´es sur des
parame`tres tels que la variation d’albe´do, les ruptures de pentes et les escarpements.
Jusqu’a` pre´sent, un total de neuf lignes de rivage potentielles ont e´te´ identifie´es (Par-
ker et al. (1989); Parker (1998); Clifford et Parker (2001)). Des e´tudes re´centes se sont
focalise´es sur des re´gions pre´cises de ces contacts, comme des terrasses (Withers et
Neumann (2001)) et de larges bassins d’impact (McGill (2001)). Les images MOC de
la sonde Mars Global Surveyor ont permis de confirmer ces premie`res interpre´tations
(Head et al. (1998, 1999); Clifford et Parker (2001)) et trois principaux contacts ont e´te´
identifie´s comme des pale´o-lignes de rivage : Meridiani, Arabia et Deuteronilus (figure
(2.7) et (2.8)), date´es toutes les trois de l’Hespe´rien (tableau (2.8) page 51).
Dans une re´cente e´tude, Webb (2004) reprend les travaux de Parker et al. (1989) avec
une approche plus pre´cise, notamment graˆce a` l’utilisation d’un jeu de donne´es plus
fourni, des images a` plus haute re´solution (figure (2.9)) et un Syste`me d’Informations
Ge´ographiques. Il ressort de cette e´tude que les contacts Arabia et Deuteronilus sont
valide´s, mais que l’existence d’une autre ligne de rivage, appele´e Acidalia, est remise en
question. De plus, les re´sultats viennent e´tayer l’hypothe`se de l’existence d’un oce´an
dans les plaines de l’he´misphe`re nord de Mars.
L’identification et la datation de lignes de rivage sur Mars sont complexes si l’on
prend en compte le phe´nome`ne de rebond isostatique. Par exemple, sur Terre, les
lignes de rivage Gilbert, Stansbury et Bonneville du lac Bonneville, correspondent
a` des e´tapes diffe´rentes du rebond post-glaciaire associe´es a` des niveaux de 18, 32
et 73 m (Currey (1980)). Ces diffe´rentes portions d’une meˆme ligne de rivage ont le
meˆme aˆge, mais pre´sentent des altitudes bien diffe´rentes. Re´cemment, des mode`les
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Fig. 2.7 – Principaux contacts identifie´s sur Mars (Parker (1998); Clifford et Parker
(2001)).
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Fig. 2.8 – Vue globale de la ligne de rivage Deuteronilus autour du poˆle Nord.
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Fig. 2.9 – Image visible The´mis V01361004 pre´sentant les contacts Arabia et Deute-
ronilus.
d’ajustement isostatique ont e´te´ pre´sente´s pour certaines re´gions martiennes (Faire´n
et al. (2003a,b); Leverington et al. (2003); Ruiz et al. (2003)). Leverington et al. (2003)
concluent que l’ajustement isostatique pourrait entraˆıner une variation de quelques
centaines de me`tres d’altitude des lignes de rivage du meˆme aˆge. Cependant, la ligne
de rivage Deuteronilus e´tudie´e ici, ne couvre qu’une faible portion de la re´gion suppose´e
avoir abrite´ l’oce´an martien ; il y a donc peu de chance que de telles variations soient
visibles a` cette e´chelle.
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2.4.2 Calcul du potentiel de pesanteur le long de Deuteronilus
Par de´finition, une ligne de rivage correspond a` l’intersection entre la surface oce´ani-
que et la surface continentale. Le volume d’eau qui constitue l’oce´an est en e´quilibre
hydrostatique et par conse´quent, la surface de cette oce´an correspond a` une surface
e´quipotentielle. Si la forme de Mars est reste´e la meˆme depuis l’apparition de Deutero-
nilus, le potentiel de pesanteur le long de cette ligne de rivage devrait rester constant.
Or, il n’en est rien (figure (2.10) et tableau 2.4). Le potentiel de pesanteur varie signi-
ficativement d’environ 3000m2.s−2, soit une variation d’e´le´vation de pre`s de 800 m (la
variation du rayon est repre´sente´e sur la figure (2.10)).
Deux hypothe`ses peuvent expliquer une telle variation : soit que les line´aments
observe´s dans les plaines nord ont e´te´ interpre´te´s a` tort comme des lignes de rivages, ce
qui semble peu probable a` la vue du nombre d’e´tudes ge´omorphologiques mene´es sur le
sujet, soit que ces line´aments ont bien e´te´ mis en place dans un environnement marin,
mais que le potentiel de pesanteur a e´volue´ depuis, c’est a` dire que cette ligne de rivage
a subit une de´formation au cours du temps. Si l’on choisit cette seconde hypothe`se, il
est ne´cessaire de de´terminer l’origine de cette de´formation et de la quantifier. L’indice
principal a` la base de cette seconde hypothe`se est que la variation du potentiel pre´sente
une forme sinuso¨ıdale, qui n’est pas sans rappeler la forme globale de Mars, proche de
celle d’un ellipso¨ıde tri-axial.
parame`tres fit global fit Est
a 12666726,58 ± 30,88 12667069,77 ± 16,37
b 838,98 ± 24,66 881,2 ± 21,15
c 2,17 ± 0,08 1,79 ± 0,01
d 1,54 ± 0,13 1,1 ± 0,02
Tab. 2.4 – Valeurs des parame`tres des fonctions sinus f(x) = a + bsin(cx + d) de la
figure (2.10) (x est donne´ en radians).
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Fig. 2.10 – Haut : Potentiel de pesanteur en fonction de la longitude le long de la
ligne de rivage Deuteronilus. En vert, la fonction sinus de l’he´misphe`re Est. En bleu
la fonction sinus globale. Les parame`tres des fonctions sinus sont regroupe´s dans le
tableau (2.4). Bas : Variation du rayon au centre de masse le long de Deuteronilus.
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Fig. 2.11 – Potentiels de pesanteur de´veloppe´s au degre´ 2 (×) et 60 (+) le long de la
ligne de rivage Deuteronilus.
Comment expliquer la variation du potentiel de pesanteur ?
Le fait que le potentiel de´veloppe´ au degre´ 2 soit proche du potentiel global de Mars
(figure (2.11)) nous permet d’utiliser les formulations contenants les constantes J2 et
J22. Le potentiel exprime´ au degre´ 2 avec les polynoˆmes de Legendre associe´s s’e´crit de
la manie`re suivante :
U =
GM
r
[
1 +
(
ae
r
)2 (
α02P
0
2 (sin(λ)) +
(
α22cos(2φ) + β
2
2sin(2φ)
)
P 22 (sin(λ))
)]
+
1
2
ω2r2cos2(λ) (2.13)
avec
P 02 (sin(λ)) =
√
5
2
[
3sin2(λ)− 1
]
etP 22 (sin(λ)) =
1
2
√
15
2
cos2(λ)
La meˆme formule e´crite cette fois avec les constantes J2 et J22 donne :
U =
GM
r
[
1 +
(
ae
r
)2 (
−1
2
J2
[
3sin2(λ)− 1
]
+ 3J22 cos(2(φ− φ0))cos2(λ)
)]
+
1
2
ω2r2cos2(λ) (2.14)
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Remarque : Le code que nous utilisons est tel que :
P 02 (code) = P
0
2/
√
2 et P 22 (code) = P
0
2
√
2
La comparaison des formules (2.13) et (2.14) permet de de´duire l’expression des cons-
tantes J2 et J22 ainsi que la position φ0 du demi-grand axe a :
J2 = −
√
5α22 et J22 =
√
15
2
√
(α22)
2
+ (β22)
2
et φ0 = 74.7
o
L’angle de 75 degre´s correspond a` la longitude du minimum du potentiel de pesan-
teur le long de Deuteronilus, position qui co¨ıncide avec la position du demi-grand-axe
a a` l’e´quateur. La variation du potentiel co¨ıncide donc avec la variation du rayon a`
l’e´quateur (figure (2.12)). La longitude +75° ±π (-105°) correspond e´galement a` la lon-
gitude du rayon e´quatorial maximum de Mars, longitude a` laquelle se situe le complexe
volcanique de Tharsis, responsable de la forme globale tri-axiale de Mars.
L’hypothe`se avance´e est que la ligne de rivage Deuteronilus a e´te´ de´forme´e lors de
l’apparition du complexe de Tharsis et qu’elle a, par conse´quent, enregistre´ la modifica-
tion de la forme de Mars, modification caracte´rise´e par le passage du mode bi-axial au
mode tri-axial. Nous pre´ciserons par la suite la succession des e´ve´nements ge´ologiques
graˆce aux dernie`res donne´es spectrome´triques de Mars Express (paragraphe 2.5).
Distinction des diffe´rentes portions de la ligne de rivage
La variation sinuso¨ıdale du potentiel le long de Deuteronilus pre´sente deux pics,
situe´s a` environ -60° et +90° de longitude. Si l’on examine la figure (2.13), il apparaˆıt
que ces deux longitudes correspondent a` des zones ge´ographiques particulie`res.
La premie`re (situe´ a` -60° de longitude) correspond a` la zone ou` les lignes de rivage
Arabia et Deuteronilus sont proches (pre´cise´ment entre -48° et -65° de longitude). Il est
possible que dans cette re´gion, les deux lignes aient e´te´ confondues, ce qui signifierait
que le pic observe´ serait associe´ a` Arabia.
La seconde zone (+90° de longitude) correspond a` Isidis Planitia. Dans cette re´gion,
la ligne de rivage Deuteronilus est discontinue. Cette portion correspond au second pic
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Fig. 2.12 – Profils e´quatoriaux de la topographie et du ge´o¨ıde martiens. La ligne rouge
indique la longitude du potentiel de pesanteur minimum le long de Deuteronilus (75°).
observe´ dans le potentiel de pesanteur. Cette portion ne fait sans doute pas partie de
Deuteronilus.
Il semble donc possible de distinguer qualitativement la ligne de rivage Deuteronilus
des autres lignes de rivage de l’he´misphe`re Nord, graˆce a` des arguments ge´ophysiques.
Par la suite, nous e´liminerons tous les points faisant partie de ces portions e´trange`res
(figure (2.14)).
parame`tres valeur
a 12666887,27 ± 9,16
b 984,98 ± 13,22
c 2
d 2,05 ± 0,01
Tab. 2.5 – Valeurs des parame`tres de la fonction sinus f(x) = a + bsin(cx + d)
repre´sente´e sur la figure (2.14) (x est donne´ en radians).
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Fig. 2.13 – Localisation des extrema du potentiel de pesanteur le long de Deuteronilus.
Remarques sur les variations du potentiel de pesanteur
Le potentiel de pesanteur corrige´ varie d’environ 2400 m2.s−2, ce qui correspond a`
une variation d’e´le´vation de 645 m. Si l’on compare la valeur moyenne du potentiel de
pesanteur le long de Deuteronilus (tableau (2.5)) a` la valeur du potentiel de re´fe´rence
utilise´ pour le calcul de l’ellipso¨ıde tri-axial dans la section 2.1.2, la diffe´rence s’e´le`ve a`
environ 12000 m2.s−2, soit une variation d’e´le´vation de plus de 3200 m. Cela sugge`re
que la surface de l’oce´an associe´ a` Deuteronilus e´tait plus basse de 3 km en-dessous du
rayon de la plane`te, si l’on fait l’hypothe`se que l’e´cart entre le rayon de la surface de
re´fe´rence et le rayon moyen le long de Deuteronilus est reste´ constant.
L’e´cart entre le demi-grand axe a et le demi-moyen axe b de l’ellipso¨ıde triaxial est
de 1290 m (figure (2.14) et section (2.1.2)). Cette diffe´rence d’e´le´vation correspond a`
une variation du potentiel de pesanteur d’environ 4800 m2.s−2, deux fois supe´rieure a`
la variation du potentiel le long de Deuteronilus.
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Fig. 2.14 – Haut : potentiel de pesanteur corrige´. En pointille´s, la fonction sinus dont
les parame`tres sont regroupe´s dans le tableau (2.5). Bas : profils e´quatoriaux du rayon
au centre de masse de Mars (trait plein) et de l’e´llipso¨ıde tri-axial calcule´ en section
(2.1.2).
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2.4.3 Volume de l’oce´an martien
A` pre´sent, il est possible d’e´valuer les caracte´ristiques de l’oce´an martien associe´ a`
Deuteronilus. Pour de´terminer les frontie`res de cette re´gion, nous de´terminons les lon-
gitudes et latitudes des points dont le rayon est infe´rieur au rayon MOLA, en supposant
que le potentiel ne varie qu’en fonction de la longitude. Pour chaque longitude, nous
calculons le rayon tel que le potentiel de pesanteur soit e´gal au potentiel de la fonction
sinus de la figure (2.15). Nous pouvons ainsi de´terminer la profondeur moyenne, la
surface et le volume de l’oce´an (figure (2.16) et tableau (2.7)). La surface de l’oce´an
repre´sente pre`s de 15% de la surface de Mars et son volume repre´sente 75% de l’oce´an
arctique terrestre. Le volume calcule´ ici est plus faible que les valeurs publie´es dans les
pre´ce´dentes e´tudes, qui e´voquaient un volume de 19 Mkm3 (Carr et Head (2003)). Cela
s’explique notamment par le fait que cette e´tude portait sur une surface supe´rieure a`
celle de´limite´e par Deuteronilus.
Il faut e´galement noter que le phe´nome`ne de rebond isostatique n’a pas e´te´ pris
en compte dans cette e´tude. Leverington et al. (2003) ont estime´ que l’ajustement
isostatique a` la suite de la disparition de l’oce´an pourrait atteindre quelques centaines
de me`tres. Le volume estime´ de l’oce´an martien augmenterait alors d’un peu plus de
30%, ce qui donnerait un volume total proche de 16 Mkm3, valeur plus proche de celle
e´voque´e dans les pre´ce´dentes e´tudes.
Sur Terre, la masse des oce´ans repre´sente 0,23 de la masse de la plane`te. Sur
Mars, si l’on prend un volume de re´fe´rence de 20 Mkm3, ce rapport chute a` 0,03. Si
l’on se base sur les dernie`res e´tudes des me´te´orites martiennes, notamment les Shergot-
tites (Karlsson et al. (1992); McSween et al. (2001)), le taux d’hydratation du manteau
martien serait compris entre 130 et 350 ppm. Ce taux correspond a` une masse d’eau
disponible de 6.1019 a` 2.1020 kg, soit une masse 4 a` 10 fois supe´rieure a` celle de l’oce´an
martien. La question est donc de savoir pourquoi toute l’eau disponible au de´but de
la formation de Mars n’est pas venue alimenter l’oce´an : s’est-elle e´vapore´e avec l’arreˆt
du champ magne´tique martien ou s’est-elle infiltre´e dans le sous-sol de la plane`te ?
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Fig. 2.15 – Potentiel de pesanteur corrige´ (he´misphe`re Est). En pointille´s, la fonction
sinus utilise´e pour la de´termination des frontie`res ge´ographiques de l’oce´an martien.
parame`tres valeur
a 12666904 ± 10,67
b 994 ± 13,06
c 2
d 1,937 ± 0,017
rms 1,281
Tab. 2.6 – Valeurs des parame`tres de la fonction sinus f(x) = a + bsin(cx + d)
repre´sente´e sur la figure (2.15) (x est donne´ en radians).
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Fig. 2.16 – Localisation et profondeur de l’oce´an martien associe´ a` Deuteronilus.
profondeur moyenne 554 m
profondeur maximale 1450 m
surface 21,5 Mkm2
volume 11,9 Mkm3
Tab. 2.7 – Caracte´ristiques de l’oce´an martien associe´ a` Deuteronilus.
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L’e´tude de Deuteronilus nous rame`ne naturellement a` l’histoire de l’eau sur Mars
et l’histoire ge´ologique globale de la plane`te. Nous retrac¸ons ici les grandes pe´riodes
de l’histoire martienne afin de mieux comprendre la chronologie des e´ve`nements et
l’histoire de Deuteronilus.
2.5 Histoire ge´ologique de Mars
L’histoire ge´ologique de Mars peut eˆtre de´compose´e en trois pe´riodes majeures
(figure (2.17) et tableau (2.8)). Les mode`les base´s sur le comptage de crate`res d’impact
permettent de classer ces trois pe´riodes, de la plus ancienne a` la plus re´cente : le
Noachien, l’Hespe´rien et l’Amazonien (Tanaka et al. (1992)). La difficulte´ qui re´side
dans l’estimation de l’aˆge de la surface martienne provient du fait que nous ne disposons
que de datations relatives, base´es sur les lois fre´quence/taille des impacts lunaires. Le
mode`le le plus re´cent (Hartmann (2005)), place la limite Noachien-Hespe´rien entre 3,5
et 3,7 Ga et celle de l’Hespe´rien-Amazonien entre 2,9 et 3,2 Ga (tableau (2.8)).
Au de´but du Noachien, sous le bombardement me´te´oritique ince´ssant, la crouˆte
martienne est re´couverte de crate`res et de bassins d’impact. Peu a` peu, le volcanisme
re´gional se met en place et se poursuit jusqu’au de´but de l’Hespe´rien. Au Noachien
supe´rieur, sous l’impulsion de processus aquife`res, les re´seaux de valle´es se mettent en
place. Enfin, de l’He´spe´rien supe´rieur a` l’Amazonien, toute trace d’activite´ de surface
semble disparaˆıtre. Les structures de l’he´misphe`re sud se sont principalement forme´es
au Noachien et au de´but de l’Hespe´rien. Quant a` l’he´misphe`re nord, les structures se
sont forme´es plus re´cemment, entre l’Hespe´rien supe´rieur et l’Amazonien infe´rieur.
Re´cemment, graˆce aux re´sultats du spectrome`tre OMEGA embarque´ sur la sonde
europe´enne Mars Express (Gendrin et al. (2005); Poulet et al. (2005); Bibring et al.
(2006)) et aux rovers ame´ricains Spirit et Opportunity (Squyres et al. (2004)), de
nouveaux mine´raux ont e´te´ identifie´s a` la surface de Mars (figure (2.18)). Ces re´sultats
ont permis de mieux comprendre le passe´ de la plane`te et d’e´laborer un sce´nario plus
pre´cis de l’histoire ge´ologique de la plane`te.
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Amazonien
Hespérien
Noachien
Fig. 2.17 – Carte simplifie´e des aˆges ge´ologiques martiens base´s sur la densite´ de
crate`res (Source Malin Space Science System).
E`re Aˆge absolu (Hartmann) Aˆge absolu (Neukum et Wise)
Amazonien supe´rieur 0,25 a` 0,00 Ga 0,70 a` 0,00 Ga
Amazonien moyen 0,70 a` 0,25 Ga 2,50 a` 0,70 Ga
Amazonien infe´rieur 1,80 a` 0,70 Ga 3,55 a` 2,50 Ga
Hespe´rien supe´rieur 3,10 a` 1,80 Ga 3,70 a` 3,55 Ga
Hespe´rien infe´rieur 3,50 a` 3,10 Ga 3,80 a` 3,70 Ga
Noachien supe´rieur 3,85 a` 3,50 Ga 4,30 a` 3,80 Ga
Noachien moyen 3,92 a` 3,85 Ga 4,50 a` 4,30 Ga
Noachien infe´rieur 4,60 a` 3,92 Ga 4,60 a` 4,50 Ga
Tab. 2.8 – E´chelle des temps ge´ologiques de Mars (Hartmann (2005)).
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Fig. 2.18 – Localisation des mine´raux hydrate´s identifie´s par le spectrome`tre OMEGA
de la sonde europe´enne Mars Express. En rouge, les phyllosilicates. En bleu, les sulfates.
En jaune, divers mine´raux hydrate´s. (d’apre`s Bibring et al. (2006)).
2.5.1 La de´couverte des phyllosilicates ou l’eau en abondance
Il y a 4,1 a` 3,8 milliards d’anne´es, l’eau coulait en abondance a` la surface de Mars.
En quelques centaines de millions d’anne´es, l’eau a e´rode´ les roches volcaniques en
les transformant en argiles. Ces argiles on re´cemment e´te´ de´tecte´s par Mars Express
dans Mawrth Vallis (figure (2.19)). Les de´poˆts sont principalement situe´s sur les hauts
plateaux crate´rise´s date´s du Noachien, entre les latitudes 30°N et 30°S (Poulet et al.
(2005)), pre´cise´ment sur Nili Fossae, Syrtis Major, Arabia Terra et Mawrth Vallis. Sur
les versants de cette valle´e situe´e entre 20 et 28 degre´s de latitude nord et 17 a` 22
degre´s de longitude ouest, Mars Express a de´tecte´ des de´poˆts sur plus de 500 me`tres
d’e´paisseur (Poulet et al. (2005)). Les argiles font partie de la famille des phyllosilicates ;
ces mine´raux constituent une classe tre`s spe´cifique de produits hautement alte´re´s par
des processus faisant appel a` l’eau. Ils se forment dans des milieux a` pH neutre comme
de grandes e´tendues d’eau reste´es a` la surface de Mars pendant une longue dure´e. La
de´couverte de ces mine´raux est donc la preuve que Mars a connu de`s le de´but de son
histoire une pe´riode humide et que l’eau liquide se trouvait en abondance a` la surface
de la plane`te.
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Fig. 2.19 – Localisation des argiles de´couvertes par Mars Express dans Mawrth Vallis.
2.5.2 L’eau se change en glace
Les terrains ou` les argiles ont e´te´ de´tecte´es datent au maximum de 3,8 milliards
d’anne´es (Hartmann (2005)). L’eau liquide a donc du disparaˆıtre suite a` un chan-
gement climatique majeur. A` la fin du Noachien, Mars avait de´ja` perdu son champ
magne´tique (Arkani-Hamed (2004); Hood et al. (2005)). Le gaz carbonique contenu
dans l’atmosphe`re de Mars s’est donc peu a` peu e´chappe´, ce qui a entraˆıner la diminu-
tion de l’effet de serre et la disparition de l’eau liquide en surface. L’e´rosion aurait cesse´
moins d’un milliard d’anne´es apre`s la formation de la plane`te, ce qui semble s’accorder
avec les observations ge´omorphologiques : sur la grande majorite´ des terrains datant du
Noachien, d’importants ravinements sont visibles (Balme et al. (2006)), notamment sur
les gros crate`res d’impact et peu de crate`res de moins de 15 kilome`tres de diame`tre sont
visibles, signe d’une forte activite´ e´rosive de l’eau. Mais les crate`res forme´s quelques
millions d’anne´es plus tard sont en parfait e´tat, comme si l’e´rosion s’e´tait brutalement
arre´te´. Il y a 3,8 milliards d’anne´es, Mars est donc devenue un monde froid et sec, ou`
l’eau n’existait plus que sous forme de glace.
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2.5.3 Les lacs acides et les sulfates hydrate´s
Au de´but de l’Hespe´rien, il y a 3,6 milliards d’anne´es, Mars connaˆıt une phase de vol-
canisme intense et ce pendant pre`s de 100 millions d’anne´es (Bibring et al. (2006)). Les
laves e´mises par les volcans recouvrent la moitie´ de la surface de la plane`te et les volcans
tels que Olympus Mons, Hecathes Tholus ou Ascraeus Mons rejettent des quantite´s im-
portantes de gaz carbonique et de soufre dans l’atmosphe`re. En plusieurs re´gions du
globe (Valles Marineris, Terra Meridiani), des failles apparaissent et l’eau souterraine,
chauffe´e et rendue liquide, s’e´chappe. Localement, des lacs sale´s apparaissent et l’at-
mosphe`re charge´e de soufre rend ces lacs acides. Pendant plusieurs millions d’anne´es,
au rythme des variations du niveau de ces lacs, des sulfates vont se former. Ces de´poˆts
ont e´te´ de´tecte´s de`s 2004 dans Terra Meridiani par le rover Opportunity, puis sur
les collines Columbia, par le rover Spirit (Squyres et al. (2004); Wang et al. (2006)).
Ces mine´raux se forment dans un milieu au pH acide, qui traduit un environnement
de lac peu profond ou` apparaissent des e´vaporites. Depuis ces premie`res de´couvertes,
Mars Express a confirme´ l’existance de ces de´poˆts (Gendrin et al. (2005); Bibring et al.
(2006)) ; le spectrome`tre OMEGA a en effet de´tecte´ une immense e´tendue de sulfates
a` 100 kilome`tres au nord-est du site d’atterissage d’Opportunity (figure (2.20)), ainsi
que d’autres de´poˆts dans la re´gion de Valles Marineris et au poˆle Nord.
2.5.4 Mars de´sertique
Lentement, l’activite´ volcanique a` la surface de Mars va diminuer : n’e´tant plus
alimente´e, l’atmosphe`re va peu a` peu s’appauvrir et les lacs isole´s vont s’asse´cher.
Aujourd’hui, ayant presque totalement perdu sont atmosphe`re, Mars n’est plus qu’un
de´sert : la tempe´rature moyenne y est de -60°C et la pression n’exce`de pas les 6 millibars.
De telles conditions ne sont plus propices a` la pre´sence d’eau liquide en surface. Malgre´
cela, certaines re´gions tendent a` montrer que Mars n’est pas aussi endormie : certains
e´coulements datent seulement de 3 millions d’anne´es (Reiss et al. (2004)). Ces e´pisodes
ponctuels et intenses correspondent a` des valle´es de de´bacles avec des de´bits de plusieurs
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Fig. 2.20 – Localisation des sulfates de´couverts par Mars Express.
millions de me`tres cubes par seconde, sur des e´tendues de plus de 100 km (Balme et al.
(2006)). Ces e´pisodes seraient lie´s a` de re´cents pics d’activite´ volcanique : des surfaces
aˆge´es de quelques millions d’anne´es seulement ont e´te´ de´couvertes dans la caldeira
d’Olympus Mons graˆce aux came´ras HRSC de Mars Express (Neukum et al. (2004)),
preuve que Mars posse`de encore une activite´ ge´othermique non ne´gligeable.
Les donne´es spectrome´triques re´colte´es par OMEGA, Spirit et Opportunity ont
permis d’identifier pour la premie`re fois a` la surface de Mars des mine´raux tels que les
argiles ou les sulfates, te´moignant de la pre´sence d’eau liquide sur Mars par le passe´. Ces
re´sultats ont e´galement permis de proposer un sce´nario fiable quant a` l’enchaˆınement
des e´tapes ge´ologiques majeures qui ont fac¸onne´ la surface de la plane`te (figure (2.21)).
Ce sce´nario vient confirmer notre hypothe`se de travail concernant l’histoire de la ligne
de rivage Deuteronilus.
56CHAPITRE 2. POTENTIEL DE PESANTEUR ET HYPSOME´TRIE DE MARS
2.6 L’histoire de Deuteronilus
L’e´tude de la variation du potentiel de pesanteur le long de Deuteronilus nous a
permis de de´montrer que cette ligne de rivage a enregistre´ la de´formation de Mars lors
de l’apparition de Tharsis au Noachien supe´rieur. Les e´tudes spectrome´triques mene´es
par OMEGA ont permis de pre´ciser l’histoire ge´ologique martienne et sont venues
confirmer notre hypothe`se de de´part. Il nous est donc possible aujourd’hui d’e´laborer
un sce´nario cre´dible a` la vue de ces nouveaux e´le´ments :
- Noachien infe´rieur : l’eau liquide s’e´coule a` la surface de Mars et l’oce´an recouvre
une grande partie de l’he´misphe`re Nord (argiles). La ligne de rivage Deuteronilus qui
de´limite l’oce´an se forme alors. Peu a` peu l’eau disparaˆıt et Deuteronilus se ”fossilise”.
- Noachien supe´rieur : Mars connaˆıt une phase de volcanisme intense. Le soufre rejete´
dans l’atmosphe`re se dissous dans les quelques lacs encore pre´sents (sulfates). Le doˆme
de Tharsis apparaˆıt et entraine une modification ge´ne´rale de la forme de la plane`te que
Deuteronilus enregistre par sa propre de´formation.
- Hespe´rien supe´rieur : le volcanisme diminue, l’atmosphe`re martienne se rare´fie, les
conditions ne sont plus propices a` la pre´sence d’eau liquide en surface (oxydes de fer
anhydres).
Activité volcanique de surface
argiles                sulfates               oxydes de fer anhydres
NOACHIEN         HESPERIEN                      AMAZONIEN
changement climatique global
3,7 - 3,5 Ga                                 3,2 - 2,3 Ga
Fig. 2.21 – Repre´sentation sche´matique de l’histoire de l’alte´ration des mine´raux de
Mars (d’apre`s Bibring et al. (2006)).
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Perspectives de travail
Nous avons tente´ d’e´valuer quantitativement la de´formation de Mars au Noachien
supe´rieur en supposant que le moment d’inertie, la vitesse de rotation et le volume de
la plane`te sont reste´s constants.
Nous nous sommes base´s sur deux hypothe`ses : d’une part, que la topographie est
reste´e la meˆme et qu’elle est actuellement en e´quilibre isostatique, et d’autre part, que
le parame`tre J2 est reste´ constant, alors que le terme J22 (traduisant l’aplatissement
e´quatorial de la plane`te) a varie´ au cours du temps. Nous avons ensuite recalcule´ pour
chaque J22 la valeur du potentiel le long de Deuteronilus, dans le but de retrouver un
potentiel constant, en minimisant l’e´cart type, mais de telles hypothe`ses ne nous ont
pas permis d’aboutir a` des conclusions satisfaisantes.
Un autre axe de recherche a` de´velopper pourrait eˆtre l’effet du basculement de
l’axe de rotation de Mars sur la ligne de rivage Deuteronilus. Des e´tudes magne´tiques
(Hood et al. (2005); Boutin et Arkani-Hamed (2006)), gravime´triques (Sprenke et al.
(2005)), spectrome´triques (Feldman et al. (2004)) et ge´omorphologiques (Schultz et
Lutz (1988)) s’accordent sur la position du pale´o-poˆle martien et tendent a` prouver
que la formation du doˆme de Tharsis au Noachien supe´rieur a entraˆıne´ un de´se´quilibre
des masses et une re´orientation totale de la plane`te. Un tel changement du moment
d’inertie de Mars a sans doute eu des effets non ne´gligeables sur le potentiel de pesan-
teur de la plane`te.
D’autres phe´nome`nes ge´ologiques tels que le re´ajustement isostatique ou des de´forma-
tions locales ont e´galement pu affecter le potentiel de pesanteur et devront eˆtre quan-
tifier.
Dans la section suivante, nous allons continuer notre e´tude de Mars graˆce a` l’ana-
lyse de l’hypsome´trie de la plane`te. Nous aborderons tout d’abord les caracte´ristiques
hypsome´triques de la Terre et de Ve´nus, puis nous verrons quelles conclusions l’on peut
tirer des donne´es hypsome´triques martiennes.
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2.7 Hypsome´trie
2.7.1 Introduction
L’hypsome´trie est un outil de repre´sentation du relief couramment utilise´ dans les
disciplines de la ge´ographie et de la ge´omorphologie (Cogley (1985)). Il consiste a` pro-
duire la distribution de l’e´le´vation en fonction de la surface en calculant la proportion
de surface par tranche d’e´le´vation. Les courbes obtenues a` partir des donne´es topo-
graphiques permettent de re´ve´ler l’activite´ interne a` l’e´chelle de la plane`te. L’intereˆt
principal de cette me´thode est de pouvoir appre´hender des donne´es tri-dimensionnelles
par une approche bi-dimensionelle.
L’autre manie`re d’aborder la distribution du relief est la courbe d’hypsome´trie cumule´e,
obtenue en sommant les surfaces de chaque intervalle d’e´le´vation, des hautes vers les
basses e´le´vations.
2.7.2 Sources de donne´es
Les donne´es topographiques terrestres sont issues du mode`le TerrainBase de la
NOAA et pre´sentent une re´solution de 5 minutes (http://www.ngdc.noaa.gov). Les
donne´es topographiques martiennes sont issues des donne´es MOLA (MEGDR 32 pixels
par degre´ http://pds-geosciences.wustl.edu). Les donne´es de Ve´nus proviennent
des donne´es Magellan (http://pds-geosciences.wustl.edu).
Notes :
- La topographie terrestre a e´te´ ajuste´e isostatiquement en prenant en compte l’effet
de charge des oce´ans, avec une densite´ de 3300 kg.m−3 pour le manteau.
- Les courbes d’hypsome´trie ont e´te´ re´alise´es avec un pas d’e´le´vation de 100 me`tres.
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2.7.3 Hypsome´trie de la Terre
Hypsome´trie globale
La bimodalite´ de la distribution hypsome´trique est visible sur la carte topogra-
phique (figure (2.22)). La figure (2.23) repre´sente l’hypsome´trie globale de la Terre
dans le cas ou l’effet de charge des oce´ans n’a pas e´te´ retire´. Le fait de prendre en
compte l’effet de charge a pour conse´quence de resserrer le pic oce´anique, mais ne
modifie pas la structure bimodale de la distribution. Un mode correspond au plancher
oce´anique et l’autre a` la surface continentale. Chacun des deux modes de la distribution
terrestre pre´sente un pic qui traduit des zones de surface e´tendue et de variations to-
pographiques relativement faibles au sein des continents (bassins continentaux) et des
fonds oce´aniques (plaines abyssales). Le mode oce´anique s’interpre`te comme les varia-
tions topographiques de´coulant de la subsidence thermique de la lithosphe`re oce´anique
lie´e a` son refroidissement (variation de l’e´paisseur thermique lithosphe´rique). Ce mode
pre´sente un e´tirement vers les plus faibles profondeurs du a` la pre´sence des plateaux
oce´aniques lie´s a` l’e´paississement crustal (Head (1990)). Le mode continental est in-
terpre´te´ comme re´sultant de la conjugaison des variations d’e´paisseur crustale et des
processus d’e´rosion qui tendent a` ramener les e´le´vations continentales au niveau de la
mer (Head (1990)).
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m
Fig. 2.22 – Topographie terrestre.
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Fig. 2.23 – Haut : distribution hypsome´trique globale de la topographie de la Terre.
Bas : la meˆme distribution corrige´e de l’effet de charge des oce´ans. La ligne noire
repre´sente l’hypsome´trie de la topographie dont le degre´ 1 a e´te´ retire´.
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Hypsome´trie cumule´e
La dynamique terrestre est caracte´rise´e notamment par le phe´nome`ne de la tecto-
nique des plaques, qui se traduit, au niveau des dorsales, par l’expansion du plancher
oce´anique. La remonte´e e´pisodique de matie`re issue du manteau ge´ne`re la cre´ation de la
crouˆte oce´anique qui s’e´tend alors de chaque coˆte´ des dorsales avant de disparaˆıtre dans
le manteau au niveau des zones de subduction. Au fur et a` mesure de son e´loignement
de la dorsale, la lithosphe`re se refroidit, ce qui entraˆıne une augmentation de sa densite´
et la subsidence par rapport au niveau des dorsales. Une loi mathe´matique de´crit ce
phe´nome`ne et permet de relier la profondeur du plancher oce´anique a` la racine carre´e
de son aˆge (mode`le de refroidissement demi-espace, Oldenburg (1975)).
La courbe d’hypsome´trie cumule´e, repre´sentant la racine carre´e de la surface cumule´e
par tranche d’e´le´vation, pre´sente un comportement line´aire dans le comaine compris
entre -2 et -4 km, ce qui correspond a` l’e´le´vation du plancher oce´anique non subduc-
tant (figure (2.24)). Une re´gression line´aire permet d’obtenir les caracte´ristiques de ce
domaine de line´arite´ (tableau (2.9) page 71). D’apre`s Rosenblatt et al. (1994), la borne
supe´rieure de ce domaine de line´arite´ est de -1950 me`tres, ce qui correspond au ni-
veau moyen corrige´ des dorsales oce´aniques, c’est a` dire a` une e´paisseur lithosphe´rique
thermique nulle. Cette line´arite´ de la courbe d’hypsome´trie cumule´e semble donc ca-
racte´riser le domaine oce´anique terrestre. C’est a` partir de cette hypothe`se que nous
allons re´aliser une e´tude similaire pour les cas de Ve´nus et de Mars.
62CHAPITRE 2. POTENTIEL DE PESANTEUR ET HYPSOME´TRIE DE MARS
Fig. 2.24 – Distribution hypsome´trique cumule´e de la topographie de la Terre corrige´e
de l’effet de charge des oce´ans (pointille´s).
2.7.4 Hypsome´trie de Ve´nus
Hypsome´trie globale
La premie`re couverture topographique assez comple`te de la surface ve´nusienne, ef-
fectue´e par la sonde Pioneer-Venus (Masursky et al. (1980)), a permis d’obtenir la
premie`re distribution hypsome´trique de la plane`te et de diviser la surface de Ve´nus en
trois provinces : les lowlands (basses-terres), les Rolling Plains (plaines d’e´le´vation mo-
dale) et les highlands (hautes-terres) (figure (2.25)). Les basses-terres ont une e´le´vation
infe´rieure au rayon moyen de la plane`te (6051 km), les Rolling Plains se situent entre
6051 et 6053 km et les hautes-terres au-dessus de 6053 km.
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Fig. 2.25 – Topographie de Ve´nus.
La distribution hypsome´trique globale de Ve´nus est unimodale (figure (2.26)),
contrairement au cas de la Terre et correspond a` la valeur du rayon de 6051,40 km.
Cette diffe´rence a e´te´ interpre´te´e comme la signature topographique de l’absence d’une
tectonique des plaques sur Ve´nus (Masursky et al. (1980)). Cette interpre´tation est
notamment base´e sur le fait que la bimodalite´ terrestre est en partie lie´e a` la diffe´rence
d’e´le´vation induite par les diffe´rences d’e´paisseur et de densite´ des crouˆtes oce´anique
et continentale. Or, la tectonique des plaques entretient cette bimodalite´ en cre´ant
continuellement de la crouˆte oce´anique, la crouˆte continentale se maintenant a` la sur-
face. Ainsi, l’unimodalite´ ve´nusienne sugge`re la pre´sence d’un seul type de crouˆte et
l’absence de tectonique des plaques a` sa surface (Solomon et al. (1992)).
Remarque : La courbe d’hypsome´trie globale sera la meˆme pour la topographie et le
rayon au centre de masse, car l’ellipso¨ıde de Ve´nus est de´fini a` 6051,848 me`tres (rayon
de la sphe`re car la vitesse de rotation de Ve´nus est tre`s lente).
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Fig. 2.26 – Distribution hypsome´trique globale de la topographie de Ve´nus.
Hypsome´trie cumule´e
La figure (2.27) repre´sente la courbe d’hypsome´trie cumule´e de Ve´nus. Celle-ci
montre un domaine de line´arite´ qui couvre environ 75% de sa surface (tableau (2.9) page
71) et correspond aux plaines d’e´le´vation modale. Les bornes infe´rieures et supe´rieures
correspondent respectivement aux rayons plane´taires de 6051 km et 6053,5 km (tableau
(2.9)). La borne supe´rieure (6053,5 km) est proche de l’estimation the´orique (6053
km) du niveau plane´taire moyen de l’aste´nosphe`re aﬄeurante obtenue en conside´rant
un mode`le d’isostasie thermique (Morgan et Phillips (1983)). D’apre`s ce mode`le, ce
niveau correspond a` une e´paisseur lithosphe´rique nulle. En conside´rant les niveaux de
re´fe´rence de -1950 m pour la Terre et 6053,5 km pour Ve´nus, Rosenblatt et al. (1994)
ont de´montre´ que le pic de distribution ve´nusienne se superpose presque parfaitement
au pic de distribution oce´anique terrestre. Cela ne signifie pas que la tectonique des
plaques a eu lieu sur Ve´nus, mais que l’on peut faire l’hypothe`se que le processus
d’isostasie thermique, associe´ a` une perte de chaleur interne par conduction a` travers
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Fig. 2.27 – Distribution hypsome´trique cumule´e de la topographie de Ve´nus.
la lithosphe`re, ope`re sur les deux plane`tes.
2.7.5 Hypsome´trie de Mars
Hypsome´trie globale
Sur Mars, la courbe d’hypsome´trie globale est e´galement bimodale (figure (2.28)), ce
qui refle`te la dichotomie de la topographie entre l’he´misphe`re Nord et l’he´misphe`re Sud
(figure (2.29)). Les zones ge´ographiques correspondant aux deux pics sont repre´sente´es
sur la figure (2.30) page 68. Le pic des basses plaines du Nord correspond a` une topo-
graphie infe´rieure de 5,5 km par rapport a` la topographie des hautes terres. Le pic est
e´galement plus fin, ce qui refle`te le faible relief de l’he´misphe`re Nord. Le pic situe´ entre
-6 et -7 km correspond au plancher du crate`re Hellas.
Il est a` noter que malgre´ une distribution bimodale, les distributions hypsome´triques
martienne et terrestre sont quelque peu diffe´rentes. Si l’on retire le degre´ 1 de la topo-
graphie (figure (2.29)), c’est a` dire, si l’on se re´fe`re au centre ge´ome´trique et non plus au
centre de masse, la distribution hypsome´trique martienne devient unimodale (Smith
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Fig. 2.28 – Distribution hypsome´trique globale de la topographie de Mars (histo-
gramme). La ligne noire repre´sente l’hypsome´trie de la topographie dont le degre´ 1
a e´te´ retire´.
et al. (1999b); Aharonson et al. (2001)), alors que celle de la Terre reste bimodale
(figures (2.28), (2.29) et (2.23) page 60).
Hypsome´trie cumule´e
La courbe d’hypsome´trie cumule´e est repre´sente´e sur la figure (2.31). Une premie`re
rupture de pente correspond a` environ 50% de la surface cumule´e et marque la diffe´rence
entre les terrains de l’he´misphe`re Nord et ceux de l’he´misphe`re Sud. Plus curieusement,
une seconde rupture de pente se situe dans le domaine topographique du ’Contact 2’
(-3760 ± 560m) identifie´ par Parker et al. (1993) et Head et al. (1999) (figure (2.31)),
qui correspond en partie a` la ligne de rivage Deuteronilus. Bien que nous n’ayons pas
d’interpre´tation a` proposer pour cette rupture de pente, cela semble indicatif d’un
processus externe ou interne de controˆle de la topographie.
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Fig. 2.29 – Topographie martienne. En bas, la meˆme topographie dont le degre´ 1 a e´te´
retire´.
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Fig. 2.30 – Localisation des zones modales de la courbe d’hypsome´trie globale de la
topographie de Mars repre´sente´e sur la figure 2.28. La zone bleue corespond aux limites
-5000/-3500 m et la zone jaune aux limites 500/2500 m.
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Fig. 2.31 – Distribution hypsome´trique cumule´e de la topographie de Mars. Les droites
soulignent les domaines de line´arite´. En jaune : Limite topographique du Contact 2
identifie´ par Parker et al. (1993). Les domaines line´aires disparaissent si l’on retire le
degre´ 1 de la topographie.
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Fig. 2.32 – Localisation des deux domaines de line´arite´ identifie´s sur la figure (2.31).
En jaune : le domaine de line´arite´ 1. En bleu : le domaine de line´arite´ 2. La ligne
blanche repre´sente le niveau ze´ro de la topographie.
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2.7.6 Conclusions
La me´thode d’hypsome´trie, et plus particulie`rement l’hypsome´trie cumule´e, est un
outil inte´ressant pour l’e´tude des plane`tes telluriques. En effet, dans le cas de la Terre,
la pre´sence d’un domaine line´aire dans la courbe d’hypsome´trie cumule´e traduit le
phe´nome`ne de subsidence thermique de la lithosphe`re oce´anique. Dans le cas de Ve´nus,
ce domaine semble eˆtre associe´ a` des processus d’isostasie thermique. Dans le cas de
Mars, le fait que les zones ge´ographiques correspondant a` ce domaine line´aire se si-
tuent dans la re´gion suppose´e avoir accueilli un oce´an n’est sans doute pas une pure
co¨ıncidence et cela me´rite de plus amples recherches.
Plane`te pente seuil supe´rieur seuil infe´rieur surf. dom. lin.
Terre -582 ± 20 m -1950 ± 100 m -3850 ± 100 m 54.9 ± 2 %
Ve´nus -265 ± 10 m 6052.7 km ± 100 m 6051 km ± 100 m 76.8 ± 5 %
Mars (1) -1936 ± 30 m 150 ± 100 m -3750 ± 100 m 31,8 ± 3 %
Mars (2) -1205 ± 30 m -3750 ± 100 m -4150 ± 100 m 7,3 ± 3 %
Tab. 2.9 – Parame`tres de re´gression line´aire des courbes d’hypsome´trie cumule´e de la
topographie des plane`tes telluriques.
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2.8 Conclusions du chapitre
Nous avons vu dans ce chapitre l’importance de l’interdisciplinarite´ dans l’e´tude
de la plane`te Mars. En effet, les e´tudes ge´omorphologiques qui ont permis d’iden-
tifier de simples contacts ge´ologiques comme des pale´o-lignes de rivage ont permis
d’initier des e´tudes ge´ophysiques sur la nature et les informations que ces structures
ge´ologiques peuvent nous apporter. Les e´tudes spectrome´triques sont venues e´tayer et
confirmer notre hypothe`se concernant l’histoire de ces lignes de rivage et leur place dans
l’e´volution morphologique de la plane`te, notamment lors de la formation de Tharsis au
Noachien supe´rieur. Ce complexe volcanique est d’ailleurs la cle´ de la compre´hension
de la formation et de l’e´volution de Mars. De nombreux auteurs se sont penche´s sur
ce proble`me dans le but d’expliquer le signal gravime´trique autour de Tharsis et de
de´terminer si un support dynamique interne pouvait eˆtre a` l’origine de cette signature.
Dans le chapitre suivant, nous abordons le volet mode´lisation nume´rique de notre
e´tude, pour tenter de relier quantitativement la dynamique interne d’une plane`te
aux observables ge´ophysiques de surface (topographie dynamique et ge´o¨ıde). Nous y
pre´sentons l’outil nume´rique que nous avons de´veloppe´, alliant la mode´lisation de la
convection thermique en domaine sphe´rique 3D a` la me´thode spectrale base´e sur les
harmoniques sphe´riques.
Chapitre 3
Outils nume´riques
3.1 Convection thermique en domaine sphe´rique 3D
3.1.1 Introduction
La description de la dynamique interne des plane`tes telluriques ne´cessite des outils
nume´riques capables de reproduire la convection thermique en ge´ome´trie sphe´rique 3D.
Cette ge´ome´trie est ne´cessaire non seulement pour mieux comprendre la dynamique
(effet de courbure sur les instabilite´s thermiques, estimation du flux de chaleur) mais
e´galement pour comparer les re´sultats avec les observables ge´ophysiques, naturellement
exprime´s sous forme d’harmoniques sphe´riques. De plus, ces outils doivent eˆtre capables
de ge´rer de forts gradients de viscosite´ attendus pour des mate´riaux tels que les silicates
des plane`tes telluriques ou les glaces des satellites des plane`tes ge´antes gazeuses.
L’un des premiers mode`les prenant en compte une viscosite´ variable dans un do-
maine sphe´rique a e´te´ de´veloppe´ par Hsui et al. (1995) a` partir d’une me´thode aux
e´le´ments finis dans le cas isovisqueux (code TERRA) par Baumgardner (1985). Le
premier code traitant de la convection thermique d’un fluide a` viscosite´ variable en do-
maine sphe´rique est le code CITCOMs de Zhong et al. (2000) issu du code CITCOM
de Moresi et Gurnis (1996).
Il est ne´cessaire d’utiliser des maillages non conformes pour prendre en compte le
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proble`me de singularite´ au poˆle. Re´cemment, trois mode`les base´s sur des formulations
aux volumes finis ont e´te´ pre´sente´s (Kageyama et Sato (2004); Choblet (2005); Stemmer
et al. (2006)), tous utilisant une nouvelle grille. Le premier mode`le utilise la grille Yin
Yang developpe´e sur la base des coordonne´es sphe´riques classiques, dont les poˆles sont
retire´s et les deux autres utilisent la grille de la sphe`re cubique de Ronchi et al. (1996).
3.1.2 Mode`le physique et rhe´ologie
Le taux de de´formation de´pend de la tempe´rature T , de la pression P , de la taille
de grain d et de la contrainte σ (Karato et Wu (1993)) :
ǫ˙ = A
(
σ
µ
)n (
b
d
)m
exp
(
−E + PV
RT
)
(3.1)
ou` A est le facteur pre´-exponentiel, µ le module de cisaillement, b le vecteur de Burgers,
n le facteur exposant de la contrainte, m le facteur exposant de la taille de grain, E
l’e´nergie d’activation, V le volume d’activation et R la constante des gaz parfaits.
La viscosite´ des roches pre´sente une de´pendance en tempe´rature du type Arrhe´nius.
Pour une de´formation qui de´pend line´airement de la contrainte (fluage par diffusion),
la relation s’e´crit :
η =
µ
2A
(
d
B
)m
exp
(
Q
RT
)
= b exp
(
Q
RT
)
(3.2)
ou` Q = E + pV est l’enthalpie d’activation, et b = µ/(2A)(h/B)m peut eˆtre vue dans
nos mode`les comme une constante.
Dans les mode`les nume´riques de convection thermique, la de´pendance de la viscosite´
en fonction de la tempe´rature est traduite par une simple loi exponentielle :
η = b′ exp(−γ T ) (3.3)
ou` b′ et γ sont des constantes de´pendantes de la tempe´rature interne.
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Cette approximation de la loi d’Arrhe´nius est plus connue sous le nom d’approxi-
mation de Frank-Kamenetskii. Ceci traduit le fait qu’a` forts contrastes de viscosite´,
les processus dynamiques majeurs se de´roulent principalement dans le cœur isotherme
ou` les deux lois co¨ıncident si l’on choisit γ = Q/RTi
2 (ou` Ti est la tempe´rature a` la
base du couvercle). La diffe´rence entre les deux lois de viscosite´ a` la surface est alors
ne´glige´e, de`s lors qu’elle influence peu le transfert de chaleur (Reese et al. (1999)). Dans
le cas du re´gime de couvercle et dans un cadre carte´sien, les variations de viscosite´ les
plus fortes se situent dans la couche limite thermique froide en surface. Si les lois sont
correctement parame´tre´es, le transfert de chaleur ainsi que le flux sont peu affecte´s par
cette diffe´rence dans la re´gion conductive (Reese et al. (1999)).
Un autre point important concerne la contrainte dans le couvercle conductif (la` ou`
les deux lois de viscosite´ diffe`rent), sachant que cette contrainte est utilise´e dans le
calcul du ge´o¨ıde et de la topographie dynamique. Une e´tude re´cente de´montre que la
distribution de la contrainte dans le couvercle est similaire pour les deux lois, excepte´
dans une fine couche sous la surface (Solomatov (2004)).
3.1.3 Nombres caracte´ristiques
Nombre de Rayleigh. Le nombre de Rayleigh en surface Ra parame´trise la vigueur de
la convection : c’est le rapport entre les forces motrices du fluide (forces d’Archime`de)
et les termes de dissipation visqueuse et thermique.
Lorsque le fluide est chauffe´ par la base :
Ra =
αρ0g∆Td
3
κµ0
avec α le coefficient de dilatation thermique, ρ0 la densite´ de re´fe´rence, g l’acce´le´ration
gravitationelle, ∆T le contraste de tempe´rature, d l’“e´paisseur” de la coquille, κ la
diffusivite´ thermique et µ0 la viscosite´ de re´fe´rence.
Nombre de Prandtl. Le nombre de Prandtl Pr est le rapport du temps caracte´ristique
de la diffusion thermique sur le temps caracte´ristique de la diffusion de la quantite´ de
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mouvement : Pr = υ/κ, ou` κ est la diffusivite´ thermique et υ la viscosite´ dynamique :
υ = µ/ρ. Il est d’autant plus e´leve´ que la diffusion de la quantite´ de mouvement est plus
efficace que la diffusion de la chaleur. Pour des valeurs de µ et κ caracte´ristiques des si-
licates (ρ = 3300 kg.m−3, µ = 1021 Pa.s et κ = 10−6 m2.s−1), l’application nume´rique
donne Pr = 3.10
23. Les expe´riences analogiques utilisent des fluides dont le nombre
de Prandtl est nettement plus faible. Quant aux e´tudes nume´riques, elles imposent
ge´ne´ralement un nombre de Prandtl infini.
Nombre de Nusselt. Le nombre de Nusselt Nu mesure l’efficacite´ de la convection.
Ce nombre est le rapport du flux de chaleur en surface sur le flux obtenu dans le cas ou`
la convection est absente (flux conductif) et pour une meˆme diffe´rence de tempe´rature
entre la surface et la base.
Nu =
qs
∗H
kδT
ou` qs
∗ est le flux de chaleur en surface adimensionne´. A` l’e´quilibre thermique et pour
un fluide chauffe´ par la base, le nombre de Nusselt en surface est en moyenne e´gal au
nombre de Nusselt a` la base.
3.1.4 Les e´quations de la convection
Le code nume´rique utilise´ dans cette e´tude est un code de convection en domaine
sphe´rique 3D de´veloppe´ par G. Choblet (Choblet (2005)). Il permet de re´soudre les
e´quations de conservation de´crivant la convection thermique d’un fluide dont la viscosite´
de´pend fortement de la tempe´rature. Ces e´quations sont la conservation de la masse,
de la quantite´ de mouvement et de la chaleur.
L’e´quation de conservation de la masse s’e´crit :
∂ρ
∂t
+∇ · (ρv) = 0 (3.4)
ou` ρ est la densite´, v la vitesse du fluide et t le temps. L’approximation de Boussinesq
est re´alise´e, c’est a` dire que toutes les variations de densite´ autres que celles dues a`
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la dilatation thermique entrant dans le calcul de la force d’Archime`de sont ne´glige´es
(fluide incompressible). L’e´quation (3.4) devient alors :
∇ · v = 0. (3.5)
L’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement (Navier-Stokes) s’e´crit :
∂ρv
∂t
+ v ·∇(ρv) = ρg +∇ · σ (3.6)
ou` g est la gravite´ et σ le tenseur des contraintes. Les termes inertiels sont ne´glige´s
devant les forces de dissipation visqueuse (nombre de Prandtl est infini).
L’e´quation de conservation de la chaleur est :
ρCp
(
∂T
∂t
+ (v ·∇)T
)
− k∇2T − ρH = 0 (3.7)
ou` T est la tempe´rature, Cp la capacite´ calorifique, k la conductivite´ thermique et Q
la production de chaleur interne. Elle fait le bilan des variations locales de densite´
volumique d’e´nergie en les re´partissant en trois termes d’origine distincte : le transport
de chaleur par conduction thermique, par convection thermique et la production interne
de chaleur.
Adimensionnement
Il y a trois inte´reˆts majeurs a` adimensionner le proble`me :
- les e´quations ainsi obtenues sont plus simples
- les quantite´s calcule´es e´tant normalise´es, elles ne prennent pas de valeurs nume´riques
trop fortes ou trop faibles (ce qui re´duit les proble`mes d’erreurs nume´riques)
- la solution calcule´e pour un jeu de nombres caracte´ristiques est valable pour tous les
syste`mes naturels ayant le meˆme jeu de nombres caracte´ristiques (principe de simili-
tude)
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Les e´quations (3.5) (3.6) (3.7) adimensionne´es deviennent :
∇ · V = 0. (3.8)
0 = −∇p∗ +∇·µ
(
∇V +∇Vt
)
−RaT r. (3.9)
∂T
∂t
+V·∇T = ∇2T + h. (3.10)
avec V la vitesse, p∗ la pression dynamqiue, µ le coefficient de viscosite´ dynamique, T
la tempe´rature et les deux parame`tres sans dimension Ra et h.
Les e´chelles caracte´ristiques sont :
temps : [t]=d2/κ, proportionnel a` la diffusivite´ thermique κ
viscosite´ : [µ]=µ0, viscosite´ associe´e a` la tempe´rature T0
longueur : [L]=d=rt − rb = rt(1− f), e´paisseur de la coquille (avec rt, rayon externe,
rb, rayon interne et f = rb/rt)
L’expression adimensionne´e du chauffage interne est h = Hd2/k∆T .
Il faut noter que le fait d’eˆtre dans un domaine sphe´rique ne modifie en rien l’e´chelle
caracte´ristique de la convection thermique. Cependant, vu qu’aucun parame`tre sans
dimension n’est introduit pour de´crire la courbure, les longueurs adimensionne´es (prin-
cipalement r) sont redimensionne´es en utilisant d (et non le rayon externe) : le rayon
sans dimension varie donc de rb = f/(1− f) a` rt = 1/(1− f), f = rb/rt = rc/a e´tant
le rapport entre le rayon interne (rc) et externe (a, rayon de la plane`te), ou rapport
d’aspect.
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3.1.5 La sphe`re cubique
La discre´tisation classique d’une sphe`re repose sur une grille latitude-longitude.
Avec une telle grille, la convergence des me´ridiens entraˆıne une de´croissance de la dis-
tance entre les points de grille, ce qui cre´e une singularite´ aux poˆles (figure (3.1)) et en-
gendre des termes non borne´s dans les e´quations de conservation. Il est donc ne´cessaire
de trouver une me´thode de maillage de la sphe`re exempte de toute singularite´.
La me´thode de la sphe`re cubique (Ronchi et al. (1996)) a e´te´ de´veloppe´e dans le
but de re´soudre ce proble`me et de respecter les crite`res suivants :
- la discre´tisation ne doit pre´senter aucune singularite´
- la discre´tisation doit pre´server la forme ge´ne´rale des e´quations de la convection
- la grille ainsi de´finie doit se rapprocher au maximum d’une grille de points e´quidistants
Cette me´thode repose sur la de´composition du domaine en six re´gions identiques obte-
nues par projection des faces d’un cube circonscrit sur une surface sphe´rique. La figure
(3.2) illustre cette technique.
Fig. 3.1 – Le ’proble`me au poˆle’ : la singularite´ engendre´e par la convergence des
me´ridien entraˆıne l’apparition de termes non-borne´s dans les e´quations de conservation.
Chacune des six unite´s ainsi de´finie ne posse`de aucune singularite´, pre´sente le meˆme
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Fig. 3.2 – Construction d’un sixie`me de sphe`re par la me´thode des Grands Cercles.
pas de discre´tisation et permet la construction d’une grille quasi-uniforme. Il est impor-
tant de noter que ce syste`me n’est pas orthogonal, car seuls les grands cercles verticaux
intersectent orthogonalement l’e´quateur (et les grands cercles a` η constant, le me´ridien
a` ξ nul).
Le syste`me est ainsi de´fini par les coordonne´es suivantes (figure (3.3)) :

X = tanξ = y
x
Y = tanη = z
x
δ = 1 +X2 + Y 2 = 1 +
(
y
x
)2
+
(
z
x
)2
C =
√
1 +X2 =
√
1 +
(
y
x
)2
D =
√
1 + Y 2 =
√
1 +
(
z
x
)2
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η
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rblock 1
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Fig. 3.3 – Syste`me de coordonne´es de la sphe`re cubique. Le point M situe´ sur la
sphe`re est localise´ par les coordonne´es angulaires ξ et η associe´es a` deux grands cercles
correspondant aux lignes verticale (ξ) et horizontale (η) a` la surface.
La technique de la sphe`re cubique repose donc sur l’intersection de deux se´ries
de grands cercles espace´s d’un incre´ment angulaire uniforme (∆ξ et ∆η) avec ξ et
η compris entre −π/4 et π/4 . La grille est ensuite prolonge´e radialement entre les
deux surfaces sphe´riques de´limitant la coquille (rb) et (rt), en ”empilant” les sphe`res
concentriques de discre´tisation angulaire identique, espace´es d’un incre´ment radial ∆r
(figure (3.4)).
Il est a` noter que si la grille associe´e a` l’un des blocs pre´sente N cellules dans les trois
directions, la dimension azimutale est ge´ne´ralement plus grande que la direction radiale,
en supposant que f n’est pas trop petit ((π/2(1− f) en haut et πf/2(1− f) en bas).
C’est cette configuration qui sera employe´e par la suite, vu que les gradients radiaux
jouent un roˆle important dans la convection thermique. Le domaine courbe nume´rique
est ainsi divise´ en cellules non uniformes Cijk (i, j, k correspondant respectivement aux
indices dans les directions r−, ξ−, η−).
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Fig. 3.4 – Repre´sentation tri-dimensionelle du maillage de la sphe`re-cubique.
3.1.6 Maillage entrelace´
La me´thode du maillage entrelace´ est utilise´e (figure (3.5)) ainsi qu’un syste`me de
coordonne´es contravariantes qui permet une meilleure e´valuation des flux pour cette
configuration (Choblet (2005)). Les coordonne´es des blocs 2, 3 et 4 sont modifie´es
(figure (3.6)) : si il y a N cellules dans une direction donne´e (par exemple la direction
ξ), il y a N + 1 valeurs discre`tes des coordonne´es contravariantes du champ de vitesse
V ξ entre ξ = −π/4 (V ξj=0) et ξ = π/4 (V ξj=N+1). Ainsi, V ξj=1 sur le bloc 1 sera calcule´e a`
partir de la valeur V ξj=N+1 sur le bloc 0 (ainsi que la valeur V
η(ξ = π/4) sur le bloc 0, a`
cause de la non-orthogonalite´). Pour que l’algorithme soit identique pour chaque bloc,
il est ne´cessaire que les frontie`res entre chaque bloc posse`dent les valeurs −π/4 et π/4
(alors qu’avec l’orientation classique propose´e par Ronchi et al. (1996), la coordonne´e
η = π/4 du bloc 1 co¨ıncide avec la coordonne´e ξ = π/4 du bloc 4 . . .). Les relations
entre ce nouveau syste`me de coordonne´es et les coordonne´es carte´siennes et sphe´riques
sont regroupe´es dans le tableau (3.1).
La discre´tisation du domaine par la me´thode de la sphe`re cubique est telle que
le calcul des parame`tres a` la frontie`re de deux blocs contigus est conside´rablement
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δIII δI
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µIII
µII
∆lr
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∆lξ
Fig. 3.5 – Positions et notations des coordonne´es discre`tes du syste`me de la sphe`re
cubique. Le point noir au centre de la cellule correspond a` la position de la tempe´rature,
de la pression et de la viscosite´. Les symboles X au centre des parois de la cellule
indiquent la position des coordonne´es de vitesse.
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Tab. 3.1 – Le syste`me de coordonne´es modifie´es de la sphe`re cubique.
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Fig. 3.6 –Modification des coordonne´es des blocs de la sphe`re cubique. La sphe`re est ici
de´plie´e pour faciliter l’identification des diffe´rents blocs et leur syste`me de coordonne´es
ξ et η associe´.
simplifie´ : pour des parame`tres scalaires tels que la tempe´rature ou la pression, une
simple interpolation 1D suffit (figure (3.7)). Pour des parame`tres vectoriels comme la
vitesse, il est ne´cessaire de re´aliser un changement de repe`re. La direction des vecteurs
η et ξ est en effet diffe´rente d’un bloc a` l’autre.
Il est e´galement important de noter que sur 1/6e`me de sphe`re, la surface de l’e´le´ment
e´le´mentaire du maillage diffe`re si celui-ci se trouve au centre ou au bord du bloc. Cela
est repre´sente´ par la figure (3.8). Il faudra donc en tenir compte pour le calcul de la
tempe´rature moyenne dans le code de convection.
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Fig. 3.7 – Interpolation entre deux blocs adjacents. (a) Configuration globale des lignes
de coordonne´es. Le bloc adjacent a` la limite ξ = −π/4 (ligne en pointille´s) partage
deux des coordonne´es de la sphe`re cubique (r et ξ), mais la coordonne´e η ne co¨ıncide
pas sur les deux blocs. (b) Positions discre`tes de la grille a` la frontie`re : une simple
interpolation 1D suffit pour transmettre les parame`tres de tempe´rature et de vitesses
d’un bloc a` l’autre. Les coordonne´es de vitesses sont repre´sente´es par des croix et celles
de la tempe´rature par des sphe`res (pleines pour le bloc de droite, vides pour le bloc de
gauche).
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/4
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/4
Fig. 3.8 – Rapport de surface du maillage de la sphe`re cubique (normalise´ a` 1 au
centre).
3.1.7 Solver
Le solver de l’e´coulement est de´couple´ du traitement de l’e´quation de conservation
d’e´nergie : le champ de vitesses calcule´ au temps (n) est utilise´ pour l’advection dans
le calcul de la tempe´rature au temps (n + 1). Les champs de pression et de vitesses
sont recalcule´s simultane´ment a` partir du nouveau champ de tempe´rature pour calculer
les forces de flottabilite´ et la viscosite´. Nous utilisons un algorithme FAS-multigrilles
V-cycles, une me´thode de relaxation de type Gauss-Seidel, des ope´rateurs de trans-
fert line´aire et des ope´rateurs de grille grossie`re sur toutes les grilles de´rive´es de la
discre´tisation de la grille fine (Choblet (2005)).
La non-orthogonalite´ entre ξ et η complique l’expression classique des ope´rateurs
diffe´rentiels. L’expression exacte des e´quations discre`tes correspondantes a` (3.11), (3.12),
(3.13) et (3.14) est fournie dans Choblet (2005).
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Dans le syste`me de coordonne´es de la sphe`re cubique, les e´quations (3.8) et (3.9)
s’expriment de la manie`re suivante :
∇·V = 1
r2
(
r2V r
)
,r
+
δ3/2
rDC2
(
V ξ
δ1/2
)
,ξ
+
δ3/2
rCD2
(
V η
δ1/2
)
,η
= 0 (3.11)
selon r :
p,r =
1
r3
(
r3τ rr
)
,r
+
δ3/2
rDC2
(
τ rξ
δ1/2
)
,ξ
+
δ3/2
rCD2
(
τ rη
δ1/2
)
,η
(3.12)
selon ξ :
1
r
(
XY
D
p,η +Dp,ξ
)
=
1
r3
(
r3τ ξr
)
,r
+
δ3/2
rDC2
(
τ ξξ
δ1/2
)
,ξ
+
δ3/2
rCD
(
τ ξη
Dδ1/2
)
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(3.13)
selon η :
1
r
(
XY
C
p,ξ + Cp,η
)
=
1
r3
(
r3τ ηr
)
,r
+
δ3/2
rCD2
(
τ ηη
δ1/2
)
,η
+
δ3/2
rCD
(
τ ηξ
Cδ1/2
)
,ξ
(3.14)
ou` les composantes de la contrainte τ •• sont :
τ rr = 2µV r,r (3.15)
τ rξ = µ

r
(
V ξ
r
)
,r
+
D
r
V r,ξ +
XY
rD
V r,η

 (3.16)
τ rη = µ
[
r
(
V η
r
)
,r
+
C
r
V r,η +
XY
rC
V r,ξ
]
(3.17)
τ ξξ = 2µ

 XY
rδ1/2
(
δ1/2V ξ
D
)
,η
+
D
r
V ξ,ξ +
C2D2
rδ
V r − CYD
2
rδ
V η

 (3.18)
τ ξη = µ

 CD
rδ1/2
(
δ1/2V η
C
)
,ξ
+
CD
rδ1/2
(
δ1/2V ξ
D
)
,η
− XY CD
δ
V r,r

 (3.19)
τ ηη = 2µ

 XY
rδ1/2
(
δ1/2V η
C
)
,ξ
+
C
r
V η,η +
C2D2
rδ
V r − DXC
2
rδ
V ξ

 (3.20)
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3.1.8 Sche´ma d’advection-diffusion
L’e´quation de´crivant la conservation d’e´nergie dans sa forme adimensionne´e est la
suivante :
θ,t + θ,rV
r +
δ
rDC2
θ,ξV
ξ +
δ
rCD2
θ,ηV
η =
1
r2
(
r2θ,r
)
,r
+
δ
r2
[
θ,ξξ
C2
+
θ,ηη
D2
+
2XY θ,ξη
C2D2
]
(3.21)
L’inconve´nient des me´thodes reposant sur l’utilisation de grilles pour re´soudre le proble`-
me de l’advection est que les sche´mas discrets fournissent ge´ne´ralement des solutions
qui satisfont des e´quations aux de´rive´es partielles diffe´rentes de la simple e´quation
du transport advectif ; cette e´quation modifie´e induit par exemple des termes diffusifs
pour un sche´ma d’ordre 1. De plus, dans le cas d’un syste`me de coordonne´es non-
orthogonales, cette diffusion nume´rique est anisotrope : pour le syste`me de la sphe`re
cubique, celle-ci est plus importante selon les directions ξ et η (Hernlund et Tackley
(2003)). Pour re´soudre ce proble`me (et pour re´duire la partie isotrope de la diffusion
nume´rique), plusieurs sche´mas d’advection ont e´te´ teste´s :
- la me´thode classique Upwind ou Amont, qui produit beaucoup de diffusion nume´ri-
que, est utilise´e comme sche´ma d’advection de re´fe´rence
- la me´thode MPDATA, utilise´e dans plusieurs programmes de simulation de la convec-
tion thermique dans un domaine carte´sien (e´tude de la dynamique du manteau, Tackley
(1994))
- la me´thode Van Leer, utilise´e plus commune´ment dans le domaine des fluides com-
pressibles (Van Leer (1979)).
Nous utiliserons la me´thode Van Leer (avec MC limiter pente 1) qui se re´ve`le eˆtre assez
simple et relativement efficace.
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3.1.9 Paralle´lisme
La re´solution des e´quations de la convection thermique ne´cessite une puissance de
calcul conse´quente qu’un processeur seul ne peut fournir. La solution souvent employe´e
consiste a` diviser le proble`me e´tudie´ en plusieurs parties et re´soudre chacune de ces
fractions du proble`me en meˆme temps. Si n taˆches, demandant chacune un temps
d’exe´cution T1, sont exe´cute´es se´quentiellement sur un seul processeur, le temps total
de calcul est e´gal a` nT1. Si ces n taˆches sont effectue´es en meˆme temps sur n processeurs
diffe´rents, le temps de calcul est e´gal a` T1. Le calcul paralle`le est la base meˆme de cette
ide´e : plusieurs processeurs effectuant simultane´ment de manie`re coope´rative un calcul
ou un travail bien pre´cis. Dans notre cas, chaque sixie`me de sphe`re est de´compose´ en
Nr x Nη x Nξ volumes e´le´mentaires correspondant a` autant de processus auxquels un
processeur est assigne´.
Concre`tement, le calcul paralle`le s’effectue a` l’aide de machines compose´es de plu-
sieurs processeurs, appele´es machines paralle`les. Ces machines peuvent eˆtre classe´es en
plusieurs cate´gories, en fonction notamment de leur type de me´moire : dans une ma-
chine a` me´moire partage´e, tous les processeurs partagent la meˆme me´moire. Lorsque
l’un des processeurs a termine´ d’acce´der a` une partie de la me´moire, les autres pro-
cesseurs peuvent a` leur tour y acce´der. A` l’inverse, les processeurs d’une machine a`
me´moire distribue´e posse`dent chacun leur propre me´moire. Les donne´es pre´sentes sur
la me´moire attache´e a` un processeur ne sont donc pas directement accessibles aux
autres processeurs. Lorsqu’un processeur a termine´ un calcul et en a e´crit le re´sultat
sur sa me´moire, il doit communiquer ce re´sultat au travers d’un re´seau tre`s haut de´bit
reliant les diffe´rents processeurs. Un avantage de cette architecture est son couˆt relati-
vement moindre compare´ a` celui d’une machine conc¸ue autour d’une me´moire partage´e
et comportant le meˆme nombre de processeurs. En effet, pour les noeuds d’une telle
machine, les constructeurs utilisent ge´ne´ralement des processeurs du commerce et lui
ajoutent une me´moire standard. Du meˆme coup, ils re´duisent leur investissement logi-
ciel puisque les compilateurs performants sont disponibles pour ce type de processeurs.
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Reste bien suˆr a` leur charge la conception d’un re´seau de communication assez rapide
pour relier au mieux les noeuds de calcul.
S’il est possible de re´duire le nombre de communications ou de se contenter d’une
efficacite´ paralle`le moyenne, des stations de travail, relie´es entre elles par des liaisons
Ethernet classiques, peuvent constituer une machine paralle`le de base. Ces clusters
de processeurs pre´sentent e´galement l’inte´reˆt de pouvoir e´voluer facilement et sans
surcouˆt en fonction des besoins de l’utilisateur. Il est ainsi facile de rajouter des noeuds
supple´mentaires sans de´grader les performances de la machine globale.
Dans le cadre de notre e´tude, afin de stocker les donne´es ne´cessaires au sche´ma
discret non disponibles sur la grille locale, des plans tampons sont ajoute´s dans chaque
direction (figure (3.9)). Dans la direction r, le processeur (I,J ,K) envoie ses donne´es
Fig. 3.9 – Me´thode des plans tampons : les donne´es ne´cessaires aux processeurs sont
stocke´es localement.
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locales dans le plan i = 1 du processeur ’aval’ et dans le plan i = Nr/Mr du processeur
’amont’. Il rec¸oit ensuite les donne´es du processeur ’aval’ pour remplir le plan i = 0 et
les donne´es du processeur ’amont’ pour remplir le plan i = Nr/Mr + 1. Ce processus
est ensuite re´pe´te´ dans les directions η et ξ.
Chaque sixie`me de sphe`re doit communiquer ses donne´es frontie`res au sixie`me de
sphe`re qui lui est contigu (figure (3.10)). Les fle`ches repre´sentent les communications
ne´cessaires aux frontie`res respectives des six blocs de la sphe`re. Cette figure regroupe
deux niveaux de communications : la communication a` l’e´chelle locale (entre proces-
seurs, dans un meˆme bloc) et a` l’e´chelle globale (entre 2 blocs contigus).
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Fig. 3.10 – Repre´sentation sche´matique de la communication inter-blocs dans le
syste`me de la sphe`re cubique.
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3.1.10 Soumissions des travaux
Les calculs nume´riques ont e´te´ re´alise´s graˆce aux ressources informatiques du Centre
de Calcul Intensif des Pays de la Loire et du Centre Informatique National de l’Ensei-
gnement Supe´rieur. Le CCIPL est implante´ sur le campus de la Faculte´ des Sciences de
Nantes et constitue un centre re´gional de calcul paralle`le de taille interme´diaire, des-
tine´ a` faire le lien entre les moyens de calcul locaux des laboratoires et ceux des grands
centres nationaux. Le CINES, base´ a` Montpellier, met a` disposition de la communaute´
scientifique plusieurs clusters qui peuvent regrouper jusqu’a` 1024 processeurs.
L’outil de soumission des travaux (JOBS) est LSF (Load Sharing Facilities). Les
travaux e´mis sont distribue´s en files (QUEUES) suivant leurs caracte´ristiques : princi-
palement le nombre de processeurs demande´s et la consommation de calcul pre´vue.
Les cinq queues disponibles au CCIPL sont les suivantes :
- De´veloppement : Affilie´e a` 4 processeurs, disponible pour un run d’une dure´e de 1
heure maximum.
- 9T12 : Affilie´e a` 9 processeurs (maximum 12), disponible pour un run d’une dure´e de
12 heures maximum.
- 9T72 : Affilie´e a` 9 processeurs (maximum 13), disponible pour un run d’une dure´e de
72 heures maximum.
- 2T72 : Affilie´e a` 2 processeurs (maximum 4), disponible pour un run d’une dure´e de
72 heures maximum.
- 16T24 : Affilie´e a` 16 processeurs (maximum 16), disponible pour un run d’une dure´e
de 24 heures maximum.
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Le nombre de processeurs disponibles au CCIPL e´tant limite´, nous avons opte´ pour
la me´thode suivante : lancer des runs sur un bloc avec une grille de 643 et 2 processeurs
par direction r, η, ξ. Une fois l’e´tat stationnaire atteint, nous repartons de ces re´sultats
pour lancer des runs sur une grille 6× 643 au CINES, en conservant 2 processeurs par
direction, soit 48 au total.
Un exemple d’e´volution temporelle des vitesses et de la tempe´rature moyenne est
repre´sente´ sur la figure (3.11). Pour ce cas, la convergence est atteinte apre`s 70 heures
de calcul. Pour les cas a` viscosite´ variable, il est ne´cessaire de proce´der par e´tape
et d’augmenter progressivement le contraste de viscosite´ afin d’e´viter la divergence
du code. La dernie`re e´tape consiste a` ve´rifier qu’un e´tat stationnaire est atteint, en
analysant les valeurs des vitesses Vr, Vη, Vξ et de la tempe´rature moyenne.
Fig. 3.11 – Exemple d’e´volution temporelle des vitesses et de la tempe´rature moyenne.
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3.2 Geo¨ıde et topographie dynamique
Dans cette partie, nous pre´sentons les relations mathe´matiques entre les contraintes
issues du flux mantellique et les observables ge´ophysiques de surface que sont la topo-
graphie dynamique et le ge´o¨ıde. Nous verrons en premier lieu les e´quations regroupant
les parame`tres physiques dimensionne´s (identifie´s par des tilde´s) puis nous re´e´crirons
ces meˆmes e´quations sous la forme adimensionne´e.
3.2.1 E´quations
La convection mantellique est domine´e par les forces de flottabilite´ principalement
induites par des anomalies thermiques. Les zones du manteau relativement froides ou
chaudes donnent ainsi naissance au flux mantellique, essentiellement controˆle´ par la
structure densitaire et la rhe´ologie du manteau. La contrainte issue de ce flux agit sur
les diffe´rentes frontie`res du manteau (surface, noyau-manteau) en les de´formant (figure
(3.12)). La forme de cette topographie dynamique ainsi que son amplitude, fournissent
des informations concernant la structure de la plane`te, le flux mantellique a` travers les
diffe´rentes interfaces et la longueur d’onde caracte´ristique de la convection mantellique
(Schubert et al. (2001)). Des informations importantes sont e´galement contenues dans
le ge´o¨ıde qui correspond a` l’addition des signaux gravitaires issus des he´te´roge´ne´ite´s
dans le manteau et de la de´formation des interfaces (Ricard et al. (1984); Hager et
Clayton (1989); King (1995)). La mode´lisation de la composante a` grande longueur
d’onde ne´cessite l’inte´gration des anomalies de masse sur toute la sphe`re et ne peut eˆtre
re´alise´e qu’en ge´ome´trie sphe´rique. Cette inte´gration est conside´rablement simplifie´e si
les anomalies de densite´ et les topographies dynamiques sont exprime´es sous la forme
d’harmoniques sphe´riques (Bursˇa et Peˇcˇ (1993)).
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Fig. 3.12 – Flux mantelliques induits par des anomalies de masses positives (bleu) et
ne´gatives (rouge). Les mouvements de matie`re engendre´s de´forment a` la fois la surface
et la limite noyau-manteau.
La de´viation t˜S d’une surface de´forme´e par rapport a` une forme sphe´rique,
t˜s(θ, φ) = r˜s(θ, φ)− r˜t (3.22)
ou` r˜S est le rayon de la surface d’un point de coordonne´es sphe´riques (θ, φ) et r˜t le
rayon moyen de la plane`te, peut eˆtre obtenue a` partir de l’e´quation d’e´quilibre des
forces radiales agissant sur la surface. Au premier ordre, nous pouvons e´crire :
σ˜rr(r˜t, θ, φ)− σ˜rr(r˜t) = −ρ0gt˜S(θ, φ) (3.23)
ou` σ˜rr est la composante radiale de la force de traction sur une limite sphe´rique de
rayon r˜t,
σ˜rr(r˜t, θ, φ) = −p˜∗(r˜t, θ, φ) + 2µ˜(r˜t, θ, φ)
[
∂V˜ r(r˜, θ, φ)
∂r˜
]
r˜=r˜t
(3.24)
σ˜rr est sa valeur moyenne,
¯˜σrr(r˜t) =
2π∫
0
π∫
0
σ˜rr(r˜t, θ, φ) sin θdθdφ (3.25)
et g est l’acce´le´ration gravitationnelle, ici suppose´e constante.
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Une e´quation d’e´quilibre similaire a` celle utilise´e pour la surface peut eˆtre e´crite
pour la CMB. Si l’on ne´glige les forces agissant dans le noyau, il est possible d’exprimer
la topographie t˜c de la manie`re suivante :
t˜c(θ, φ) =
σ˜rr(r˜b, θ, φ)− σ˜rr(r˜b)
∆ρcg
(3.26)
ou` ∆ρc est le saut de densite´ a` la CMB.
Les anomalies du potentiel de gravite´ U˜ induites par la convection thermique dans
le manteau re´sultent d’une contribution multiple des topographies t˜s, t˜c et du signal
gravime´trique induit par les anomalies de densite´ dans le manteau. En utilisant les
expressions du potentiel de gravite´ ainsi que les e´quations (3.23) et (3.26), il vient
U˜(r˜, θ, φ) = −Gr˜
2
t
g
2π∫
0
π∫
0
σ˜rr(r˜t, θ
′, φ′)− ¯˜σrr(r˜t)
d˜(r˜t, θ′, φ′ | r˜, θ, φ)
sin θ′dθ′dφ′
+
Gr˜2b
g
2π∫
0
π∫
0
σ˜rr(r˜b, θ
′, φ′)− ¯˜σrr(r˜b)
d˜(r˜b, θ′, φ′ | r˜, θ, φ)
sin θ′dθ′dφ′
+ G
r˜t∫
r˜b
2π∫
0
π∫
0
∆ρ˜(r˜′, θ′, φ′)
d˜(r˜′, θ′, φ′ | r, θ, φ) r˜
′2 sin θ′dθ′dφ′dr′ (3.27)
ou` G est la constante de gravitation universelle, ∆ρ˜ les anomalies de densite´ dans le
manteau et d˜(r˜′, θ′, φ′ | r˜, θ, φ) la distance entre les points (r˜′, θ′, φ′) et (r˜, θ, φ). Si le
potentiel U˜ est connu, il est possible de de´terminer la hauteur du ge´o¨ıde :
N˜(θ, φ) = U˜(r˜t, θ, φ)/g (3.28)
La composante radiale de la contrainte et les champs de densite´ utilise´s pour le calcul du
ge´o¨ıde et de la topographie sont obtenus a` partir des re´sultats du mode`le de convection
thermique avec les relations suivantes : σ˜rr = (µ0κ/d
2)σrr. La topographie de surface
adimensionne´e s’exprime de la manie`re suivante :
ts(θ, φ) =
t˜s
d
= − 1
S
(σrr(rt, θ, φ)− σ¯rr(rt)) (3.29)
ou` le parame`tre sans dimension S = Ra/(α∆T ) = (ρ0gd
3)/(κµ0) est introduit.
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La version adimensionne´e de l’e´quation (3.27) est alors :
U(r, θ, φ) = − rt
2
Ra
2π∫
0
π∫
0
σrr(rt, θ
′, φ′)− σ¯rr(rt)
d(rt, θ′, φ′ | r, θ, φ) sin θ
′dθ′dφ′
+
r2b
Ra
2π∫
0
π∫
0
σrr(rb, θ
′, φ′)− σ¯rr(rb)
d(rb, θ′, φ′ | r, θ, φ) sin θ
′dθ′dφ′
−
rt∫
rb
2π∫
0
π∫
0
T (r′, θ′, φ′)
d(r′, θ′, φ′ | r, θ, φ)r
′2 sin θ′dθ′dφ′dr′ (3.30)
La hauteur adimensionne´e du ge´o¨ıde est alors :
N(θ, φ) =
N˜
d
= GrU(rt, θ, φ) (3.31)
ou` Gr = Gρ0α∆Td/g est le second parame`tre sans dimension introduit.
3.2.2 Me´thode spectrale
La de´termination de la topographie dynamique de surface (e´quation (3.23)) ne´ces-
site de connaˆıtre la composante verticale de la contrainte σrr a` la surface a` partir de
l’e´quation (3.24) (calcule´e directement sur la grille sphe`re-cubique pre´sente´e en section
3.1.5 page 79). La topographie de surface est exprime´e sous la forme d’harmoniques
sphe´riques.
Par la suite, nous utiliserons la base des harmoniques sphe´riques complexes {Yℓm} qui
est orthonormale sur la sphe`re :
2π∫
0
π∫
0
Yℓ1m1(θ, φ)Y
∗
ℓ2m2
(θ, φ) sin θdθdφ = δℓ1ℓ2δm1m2 (3.32)
ou` l’aste´risque correspond au complexe conjugue´ et δij est le symbole de Kronecker
(=1 si i=j, 0 sinon).
L’amplitude ts de la topographie dynamique au point {θ, φ} peut eˆtre exprime´e de la
manie`re suivante :
ts(θ, φ) =
ℓmax∑
ℓ=1
ℓ∑
m=−ℓ
(ts)ℓmYℓm(θ, φ) (3.33)
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ou` ℓmax est le degre´ maximum conside´re´ et (ts)ℓm sont les coefficients d’harmoniques
sphe´riques de degre´ ℓ et d’ordre m,
(ts)ℓm =
2π∫
0
π∫
0
ts(θ, φ)Y
∗
ℓm(θ, φ) sin θdθdφ (3.34)
(Varshalovich et al. (1988); Jones (1985)). Si ts est donne´e sur des points discrets
{θi, φi}, i = 1, 2, ..., Ng, l’inte´grale de l’e´quation (3.34) peut eˆtre remplace´e par une
somme et les coefficients (ts)ℓm peuvent eˆtre de´termine´s en utilisant la formule suivante :
(ts)ℓm =
Ng∑
i=1
ts(θi, φi)Y
∗
ℓm(θi, φi)∆si (3.35)
ou` ∆si est la surface correspondante au i-e`me point, normalise´e telle que
N∑
i=1
∆si = 4π
L’e´quation (3.29) se re´duit donc a` :
(ts)ℓm = −(σ
s
rr)lm
S
(3.36)
L’inte´grale de l’e´quation (3.33) est re´alise´e du degre´ 1 au degre´ ℓmax. Le terme de degre´
nul correspond a` la valeur moyenne de ts sur la sphe`re et est, par de´fintion, nul. Le
choix du degre´ maximum ℓmax dans l’e´quation (3.33) de´pend de la densite´ de la grille
utilise´e. Sachant que seules les harmoniques sphe´riques dont la demi-longueur d’onde
est supe´rieure a` la taille du plus grand pas de grille peuvent eˆtre de´termine´es, ℓmax doit
satisfaire la condition :
ℓmax <
πr˜t
max
i
{λi} (3.37)
ou` λi est le pas de la grille.
Le calcul du ge´o¨ıde (e´quation (3.28)), ne´cessite la de´termination des inte´grales de
l’e´quation (3.30) pour le potentiel de gravite´. L’inte´gration est ge´ne´rallement re´alise´e
dans le domaine spectral. Les quantite´s sont exprime´es sous forme d’harmoniques
sphe´riques :
X(r, θ, φ) =
ℓmax∑
ℓ=0
ℓ∑
m=−ℓ
Xℓm(r)Yℓm(θ, φ) (3.38)
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ou` X repre´sente U , T et σrr − σ¯rr, de´termine´s sur les deux interfaces.
Les termes de degre´ nul ne sont pas inclus dans la sommation, vu que nous suppo-
sons que les quantite´s conside´re´es repre´sentent des de´viations par rapport a` une va-
leur moyenne. En remplac¸ant l’e´quation (3.38) dans l’e´quation (3.30), en utilisant le
the´ore`me de l’addition (Bursˇa et Peˇcˇ (1993)) et en faisant appel a` la proprie´te´ d’or-
thonormalite´ (3.32), nous obtenons :
Uℓm(r) =
4πr
2ℓ+ 1

−(σsrr)ℓm
Ra
(
rt
r
)ℓ+2
+
(σcrr)ℓm
Ra
(
rb
r
)ℓ+2
−
rt∫
rb
(
r′
r
)ℓ+2
Tℓm(r
′)dr′


(3.39)
ou` Ulm sont les coefficients des harmoniques sphe´riques du potentiel de gravite´ externe
(r ≥ rt). Les coefficients des harmoniques sphe´riques du ge´o¨ıde, e´quation (3.28), sont :
Nℓm = GrUℓm(rt) (3.40)
3.3 Visualisation des re´sultats
3.3.1 Data Explorer
Data Explorer est un outil de visualisation de donne´es utilise´ dans des domaines
de recherche tels que les sciences de la Terre, la me´canique ou la me´decine. De´veloppe´
au de´part par la firme IBM en 1991, cet outil a aujourd’hui e´te´ inte´gre´ au projet
OpenDX. IBM a en effet de´cide´ de rendre public les sources du code afin d’e´largir le
domaine d’application de Data Explorer et de faire be´ne´ficier au plus grand nombre
d’un outil personnalisable et adapte´ a` leurs attentes. Ce logiciel devant eˆtre utilise´ par
un grand nombre de personnes, n’ayant souvent pas de connaissance en programmation,
l’utilisation en a e´te´ conside´rablement simplifie´e graˆce a` une interface graphique claire,
une utilisation intuitive et une installation possible sur un grand nombre de plateformes
(Unix, Linux, Windows...).
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3.3.2 Architecture du logiciel
L’utilisation de Data Explorer repose sur un certain nombre de commandes repre´-
sente´es par des blocs (figure (3.13)). Dans cet exemple, la structure du programme est
articule´e autour de trois commandes principales Import, Plot et Image. La commande
Import fait appel a` un fichier qui regroupe plusieurs informations comme le nom du
fichier de donne´es, la taille de la grille, l’organisation des donne´es (ligne, colonne), le
nom de chaque parame`tre, la structure (vecteur, scalaire) et le type (entier, re´el). La
commande Plot contient les noms des variables a` repre´senter et la commande Image
correspond a` la feneˆtre graphique dans laquelle le re´sultat apparaˆıt.
Fig. 3.13 – Architecture de base de Data Explorer.
Visualisation d’isosurface
Dans notre cas, nous souhaitons visualiser les champs de tempe´rature dans le do-
maine sphe´rique 3D. Pour cela, nous disposons de la commande Isosurface qui per-
met de spe´cifier la valeur de la tempe´rature a` repre´senter (figure (3.14)). Dans cet
exemple les blocs Import correspondent au six fichiers contenant chacun le champ de
tempe´rature d’un sixie`me de sphe`re.
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Fig. 3.14 – Exemple de feneˆtre graphique sous Data Explorer.
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Animations
Il est e´galement possible de re´aliser des animations montrant l’e´volution du champ
de tempe´rature dans le domaine sphe´rique 3D, si l’on posse`de la valeur du champ
de tempe´rature a` diffe´rents pas de temps. Les commandes principales pour re´aliser
cela sont Sequencer et WriteImage (figure (3.14)). La commande Sequencer permet de
re´pe´ter l’e´xe´cution du programme autant de fois qu’il est ne´cessaire (i.e le nombre de
champs de tempe´ratures disponibles). A` chaque exe´cution, l’image du nouveau champ
de tempe´rature est automatiquement sauve´e graˆce a` la commande WriteImage. Une
fois que toutes les images souhaite´es ont e´te´ cre´e´es, la se´rie d’image est convertie en
un fichier .gif par la commande convert -delay 10 -resize 100% diapo*.tiff film.gif du
logiciel ImageMagick, ou` l’option delay permet de spe´cifier l’e´cart de temps entre deux
images successives et resize de redimensionner chaque image. Vient ensuite le nom des
images originales et le nom du fichier final.
3.4 Conclusions du chapitre
Nous avons pre´sente´ dans ce chapitre un nouvel outil nume´rique issu de l’association
de la simulation de la convection thermique en domaine sphe´rique tri-dimensionnel et
de la me´thode spectrale, base´e sur l’utilisation d’harmoniques sphe´riques. Nous avons
montre´ qu’il est possible de relier la contrainte verticale et le champ de tempe´rature
aux observables de surface que sont la topographie dynamique et le ge´o¨ıde. De plus,
l’adimensionnement des e´quations a permis de de´finir deux nouveaux nombres sans
dimension caracte´ristiques de notre e´tude.
Dans le chapitre suivant, nous pre´sentons les re´sultats obtenus pour diffe´rents modes
de convection (nombre de Rayleigh, contraste de viscosite´ et chauffage interne), afin
d’estimer, notamment, l’impact de ces parame`tres sur l’amplitude et la forme des
spectres de puissance de la topographie et du ge´o¨ıde.
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Chapitre 4
Topographie dynamique et ge´o¨ıde
4.1 Applications
Les calculs ont e´te´ re´alise´s avec des valeurs de S/Ra=20 et Gr = 10
−3. Ces valeurs
sont issues de l’estimation des gammes admissibles pour les objets du syste`me solaire
(cf.tableau (4.1)). L’interpre´tation physique des parame`tres S et Gr reste de´licate, mais
nous pouvons noter que les extrema de S et Gr ne sont pas associe´s aux meˆmes corps.
La valeur minimale de S est associe´e a` Mercure (manteau silicate´ tre`s ’fin’) et la valeur
maximale est associe´e a` Ganyme`de (crouˆte glace´e ’e´paisse’). En revanche, la valeur
minimale de Gr est associe´e a` Europe (crouˆte de glace fine) et la valeur maximale a`
Venus (manteau silicate´ e´pais). Afin d’e´valuer l’influence des diffe´rents parame`tres en
jeu, nous avons selectionne´ un nombre limite´ de cas de la convection thermique. Une
premie`re se´rie comprend les cas a` viscosite´ constante. Une seconde partie concerne les
cas a` viscosite´ fonction de la tempe´rature. Une dernie`re section regroupe les cas ou` le
chauffage volume´trique est ajoute´ a` la viscosite´ variable (tableau (4.2)).
La topographie dynamique de surface est de´termine´e a` partir de la contrainte ver-
ticale sur la grille de la sphe`re cubique. Le code de´termine ensuite les coefficients des
harmoniques sphe´riques (jusqu’au degre´ 30) pour enfin dresser la carte de topographie
dynamique sur une grille latitude/longitude.
106 CHAPITRE 4. TOPOGRAPHIE DYNAMIQUE ET GE´OI¨DE
Europe Ganyme`de Mercure Ve´nus
ρ0 (kg.m
−3) 1000 1000 3500 3500
g (m.s−2) 1.5 1.5 3 10
d (m) 3.104 105 5.105 3.106
r˜t (m) 1.5 10
6 2.5 106 2.5 106 6.106
κ (m2.s−1) 10−6 10−6 10−6 10−6
µ0 (Pa.s) 10
14 1015 1021 1021
α (K−1) 10−4 10−4 10−5 10−5
∆T (K) 150 150 500 3000
S ∼ 4.108 ∼ 109 ∼ 106 ∼ 109
Gr ∼ 2.10−5 ∼ 7.10−5 ∼ 2.10−4 ∼ 2.10−3
Rai ∼ 6.106 ∼ 2.107 ∼ 7.103 ∼ 3.107
f 0.98 0.96 0.8 0.5
 1e-05
 1e-04
 0.001
 0.01
 1e+06  1e+07  1e+08  1e+09  1e+10
Mars
Vénus
Terre
Mercure
Ganymède
Europe
Gr
S
Tab. 4.1 – Haut : estimation des valeurs des parame`tres sans dimension S et Gr
et des caracte´ristiques de plusieurs corps du syste`me solaire. Les valeurs surligne´es
correspondent aux extrema de S et Gr. Bas : classement des diffe´rents corps du syste`me
solaire base´ sur les nombres sans dimension S et Gr.
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cas Ra γ H/(1− f) NuBOT .f 2 NuTOP grille Rai Tmoy
1 2 103 - - 2,131 2,133 6.323 - 0,26
2 1 107 - - 14,81 14,75 6.643 - 0,26
3 3 103 8 - 5,447 5,413 6.323 6,4 104 0,37
4 1 103 15 - 10,83 10,78 6.643 4,7 107 0,72
5 1 103 15 10 9,985 13,18 6.643 6,1 107 0,73
Tab. 4.2 – Liste des cas pre´sente´s avec leurs parame`tres adimensionne´s : nombre de
Rayleigh (Ra), contraste de viscosite´ (γ), chauffage volume´trique (H), nombre de Nus-
selt Nu, taille de la grille et nombre de Rayleigh interne (Rai).
Notes
- le rapport d’aspect f = rb/rt est fixe´ a` 0,5.
- les conditions limites sont bords-rigides en surface et bords-libres a` la base.
- pour ame´liorer la lisibilite´ des champs 3D de tempe´rature, les sixie`mes de sphe`re
polaires ont e´te´ retire´s.
Les cas a` viscosite´ constante ne sont pre´sente´s ici qu’a` titre d’exemple pour per-
mettre une comparaison avec les cas a` viscosite´ variable puis avec chauffage interne.
Une viscosite´ constante surestime la topographie de surface et le ge´o¨ıde : King (1997)
a en effet de´montre´ que les profils issus de plumes se formant dans un fluide a` viscosite´
de´pendante de la tempe´rature sont re´duits d’un facteur deux par rapport aux profils
obtenus pour un milieu a` viscosite´ constante.
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4.2 Premiers re´sultats
4.2.1 Nombre de Nusselt
Nous avons vu dans le paragraphe 3.1.3 page 75 que le nombre de Nusselt mesure
l’efficacite´ de la convection et correspond au rapport du flux de chaleur en surface sur
le flux obtenu dans le cas ou` la convection est absente (flux conductif). Pour un fluide
chauffe´ par la base, lorsque l’e´quilibre thermique est atteint, le nombre de Nusselt en
surface est e´gal au nombre de Nusselt a` la base, ce qui est ve´rifie´ pour les cas 1 a` 4.
Lorsque le chauffage volume´trique est ajoute´ au chauffage par la base, le flux de chaleur
induit va s’additionner au flux basal principal, ce qui conduit a` un Nusselt de surface
supe´rieur au Nusselt a` la base. C’est ce que l’on constate pour le cas n° 5 qui correspond
a` un chauffage volume´trique adimensionne´ de 10, soit une contribution de 25 % au flux
total de surface. Le nombre de Nusselt de surface s’obtient a` partir de la valeur du
nombre de Nusselt a` la base et du chauffage interne (relation de conservation globale :
NuTOP = NuBOT .f
2 + (1 + f + f 2)h/3.
4.2.2 Profils de tempe´rature
Pour une coquille sphe´rique, la surface S1 de la limite infe´rieure est plus petite
que la surface S2 de la limite supe´rieure, ce qui modifie les relations valables dans
le domaine carte´sien. En supposant qu’a` l’e´tat stationnaire, les nombres de Rayleigh
locaux associe´s aux couches limites thermiques du haut et du bas sont e´gaux, Vangelov
et Jarvis (1994); Jarvis (1995)) sont arrive´s aux relations suivantes :
S1
S2
= f 2 ; Tmoy =
1
1 + f−3/2
(Vangelov et Jarvis (1994); Jarvis (1995)).
qui correspondent au rapport des surfaces et a` la tempe´rature moyenne.
Pour un rapport d’aspect de 0,5 et un cas isovisqueux chauffe´ par la base, la tempe´rature
moyenne sera donc de 0.26, ce qui est proche de la tempe´rature moyenne observe´e sur
le profil de tempe´rature du cas n° 2 (figure (4.1)).
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L’augmentation du contraste de viscosite´ va entraˆıner l’apparition d’un couvercle
conductif : la viscosite´ de surface est si forte que la convection n’agit plus et le seul
processus d’e´vacuation de la chaleur est alors la conduction. La pre´sence de ce couvercle
est identifie´e par la partie line´aire du profil de tempe´rature, traduisant le phe´nome`ne de
conduction thermique. Ce re´gime de couvercle est visible sur les profils de tempe´rature
des cas 3 a` 5 (pour des valeurs du parame`tre avis de 8 et 15, le contraste de viscosite´
entre la base et la surface est respectivement de 3.103 et 3.106).
L’impact du chauffage volume´trique sur la tempe´rature moyenne du milieu va
s’exprimer par le de´calage du profil vers des tempe´ratures supe´rieures (cf. profils de
tempe´rature du cas n° 5 de la figure (4.1)). Ce de´calage va eˆtre d’autant plus impor-
tant que le chauffage sera e´leve´. Cette source de chaleur supple´mentaire va entraˆıner
la diminution de la viscosite´ et favoriser l’apparition de nouveaux panaches.
4.2.3 Champs de tempe´rature
Les champs de tempe´rature sont repre´sente´s sous la forme d’isosurface ; une isosur-
face ’chaude’ repre´sente´e en rouge et une isosurface ’froide’ repre´sente´e en bleu (figure
(4.2)). Notons que l’isosurface chaude ou froide ne correspond pas syste´matiquement
a` une tempe´rature identique pour les cas pre´sente´s ici.
Le cas n° 1 repre´sente un mode de convection te´trae´drique, caracte´rise´ par quatre
panaches. Il est a` noter que meˆme si la perturbation thermique initiale est cubique,
une telle ge´ome´trie peut apparaˆıtre au cours de la simulation et correspond a` un e´tat
stationnaire de la convection thermique. Les deux modes de convection cubique et
te´trae´drique sont des cas classiques de la convection thermique et ont de´ja` fait l’objet
de publications (Busse (1975); Busse et Riahi (1982); Ratcliff et al. (1996)).
Dans le cas n° 2, le nombre de Rayleigh est plus e´leve´ (1.107), ce qui engendre une
convection thermique plus turbulente et une ge´ome´trie du champ de tempe´rature plus
complexe. Sur l’animation du champ de tempe´rature, l’e´volution de la ge´ome´trie de
convection est bien visible, avec notamment la coalescence de certains panaches.
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Fig. 4.1 – Profils de tempe´rature des cas pre´sente´s dans le tableau (4.2).
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Le cas n° 3 est caracte´rise´ par un nombre de Rayleigh plus faible mais une viscosite´
de´pendante de la tempe´rature (avis = 8, soit un contraste de 3.103). Dans cet exemple
les panaches sont distincts et se´pare´s les uns des autres. En comptant les re´gions polaires
non repre´sente´es ici, une douzaine de panaches est visible.
Le cas n° 4 pre´sente un nombre de Rayleigh voisin de celui du cas pre´ce´dent, mais
un contraste de viscosite´ beaucoup plus e´leve´ (avis = 15, soit un contraste de 3.106).
Les panaches sont plus rapproche´s les uns des autres et l’on observe la coalescence de
certaines structures.
L’ajout du chauffage interne (cas n° 5) a pour effet d’augmenter la tempe´rature
moyenne du milieu et par conse´quent de diminuer la viscosite´. L’effet principal est
une augmentation du nombre de panaches, accompagne´e par une diminution de la
longueur d’onde de la ge´ome´trie de la convection. L’effet est bien visible sur le champ
de tempe´rature du cas n° 5 (figure (4.2)). Dans cet exemple, la valeur adimensionne´e
du chauffage est de 10 : la ge´ome´trie du champ de tempe´rature est tre`s diffe´rente de
celle observe´e pour le cas n° 4. Un grand nombre de structures est visible, mais leur
amplitude est beaucoup plus faible que dans le cas pre´ce´dent.
4.2.4 Topographie dynamique de surface et Ge´o¨ıde
La topographie dynamique est directement lie´e a` la contrainte radiale de surface,
ce qui explique pourquoi la longueur d’onde associe´e est semblable a` celle des champs
de tempe´rature 3D.
Le ge´o¨ıde, quant a` lui, est lie´ aux contraintes radiales a` la CMB et a` la surface, mais
e´galement a` la distribution des anomalies de densite´ du manteau. La contribution de la
CMB, du fait de sa profondeur, joue un roˆle sur les grandes longueurs d’ondes, ce qui
explique pourquoi la longueur d’onde caracte´ristique du ge´o¨ıde est supe´rieure a` celle de
la topographie de surface. L’amplitude du ge´o¨ıde est, de plus, constamment infe´rieure
a` celle de la topographie dynamique.
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Fig. 4.2 – Champs de tempe´rature 3D des cas pre´sente´s dans le tableau (4.2).
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Nous retrouvons clairement pour le cas n° 1 l’effet du mode de convection te-
trae´drique sur la ge´ome´trie de la topographie dynamique et du ge´o¨ıde (figure (4.3)) :
les valeurs maximales de la topographie et du ge´o¨ıde correspondent aux emplacements
des panaches convectifs.
Pour le cas n° 2, du fait d’un nombre Rayleigh e´leve´, la ge´ome´trie de la topographie
et du ge´o¨ıde est plus complexe, mais fide`le a` la ge´ome´trie du champ de tempe´rature.
De plus, la longueur d’onde associe´e au ge´o¨ıde est supe´rieure a` celle de la topographie
dynamique, ce que l’on confirmera par la suite graˆce aux spectres de puissance.
Les re´sultats des cas 3 et 4 sont e´galement cohe´rents avec la ge´ome´trie du champ
de tempe´rature. La tre`s faible longueur d’onde du champ de tempe´rature se retrouve
dans la forme de la topographie et du ge´o¨ıde du cas n° 5. Cela est duˆ au chauffage
interne qui entraˆıne la diminution de la viscosite´ et favorise l’apparition de nouveaux
panaches d’amplitude plus faible.
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Fig. 4.3 – Topographie dynamique de surface et ge´o¨ıde obtenus pour le cas n° 1.
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Fig. 4.4 – Topographie dynamique de surface et ge´o¨ıde obtenus pour le cas n° 2.
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Fig. 4.5 – Topographie dynamique de surface et ge´o¨ıde obtenus pour le cas n° 3.
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Fig. 4.6 – Topographie dynamique de surface et ge´o¨ıde obtenus pour le cas n° 4.
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Fig. 4.7 – Topographie dynamique de surface et ge´o¨ıde obtenus pour le cas n° 5.
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4.2.5 Spectres de puissance
La repre´sentation des spectres de puissance de la topographie dynamique de surface
et du ge´o¨ıde permet d’estimer la contribution de chaque longueur d’onde a` la forme
globale des fonctions. Il est ainsi possible d’estimer l’effet de parame`tres tels que le
contraste de viscosite´ et le chauffage interne sur la ge´ome´trie des re´sultats, en ana-
lysant les variations de pente et la forme globale des spectres. Notons toutefois que
l’introduction de la viscosite´ variable et du chauffage interne ne se fait pas a` Rayleigh
interne constant. Or, c’est la valeur de ce nombre qui va, au premier ordre, controˆler
l’amplitude et la forme globale des spectres.
Les spectres de puissance repre´sente´s ici sont de´veloppe´s jusqu’au degre´ 30, ce qui
satisfait a` la condition enonce´e au paragraphe 3.2.2 de la page 98. Cependant, l’e´tude
des fonctions re´ponses montre que l’erreur associe´e est supe´rieure a` 1% pour les degre´s
supe´rieurs a` 15 (Choblet et al. (2006), cf. Annexes).
Les spectres de puissance du cas n° 1 pre´sentent des oscillations au dela` du degre´
10. Il se peut que cela soit lie´ au mode de convection particulier (te´trae´drique) et a`
la tre`s faible contribution des hauts degre´s. Notons que ces re´sulats ont e´te´ obtenus
sur une grille grossie`re de 6 × 323, ce qui pourrait eˆtre a` l’origine de ces oscillations.
Cependant, nous pouvons noter une de´croissance de l’amplitude des spectres vers les
plus hauts degre´s et un pic centre´ sur le degre´ 3.
Pour le cas n° 2, les spectres de puissance de la topographie dynamique et du ge´o¨ıde
pre´sentent une forme similaire, avec toutefois une pente plus forte pour le ge´o¨ıde au
dela` du degre´ 8. Cela traduit bien le fait que la longueur d’onde caracte´ristique du
ge´o¨ıde est supe´rieure a` celle de la topographie dynamique, comme nous l’avons constate´
pre´ce´demment sur la figure (4.4). Notons e´galement que l’amplitude du ge´o¨ıde est en
moyenne infe´rieure de deux ordres de grandeur a` celle de la topographie et que les
spectres pre´sentent une valeur maximale pour le degre´ 3.
Les spectres de puissance du cas n° 3 pre´sentent e´galement une forme similaire
pour les faibles degre´s et une pente plus forte au dela` du degre´ 10. Comme pour le
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cas pre´ce´dent, cela traduit une longueur d’onde du ge´o¨ıde supe´rieure a` celle de la
topographie. Notons e´galement que le maximum du spectre est associe´ cette fois-ci au
degre´ 5 et que l’amplitude du ge´o¨ıde est, en moyenne, infe´rieure de 3 ordres de grandeur
a` celle de la topographie. Il semble donc que l’introduction d’une viscosite´ variable
modifie la ge´ome´trie du proble`me, avec notamment une longueur d’onde associe´e plus
faible (migration du pic des spectres de puissance vers les plus hauts degre´s).
Les spectres de puissance de la topographie et du ge´o¨ıde pour le cas n° 4 pre´sentent
des variations plus faibles que pour le cas n° 3, mais une de´croissance notable a` partir
du degre´ 9. Le maximum est ici aussi associe´ au degre´ 5, mais l’e´cart avec les valeurs
des degre´s voisins est plus faible que pour le cas n° 3.
L’ajout du chauffage interne modifie notablement l’allure des spectres de puissance,
comme nous avons pu le constater e´galement sur les champs de tempe´rature repre´sente´s
sur la figure (4.2). Si l’on compare les re´sultats des cas 4 et 5, c’est a` dire avant et apre`s
l’introduction du chauffage, la variation d’amplitude du spectre d’un degre´ a` l’autre est
nettement estompe´e et la forme globale du spectre est lisse´e. Le chauffage volume´trique
participe a` l’augmentation de la tempe´rature et par conse´quent entraˆıne la diminution
de la viscosite´ ; ceci engendre une augmentation notable du nombre total de panaches
tout en re´duisant la longueur d’onde de la ge´ome´trie de la convection. Cela se traduit
par une contribution plus forte des hauts degre´s, qui se retrouve dans la forme globale
des spectres de puissance et s’exprime par une pente quasi nulle voir positive pour les
degre´s supe´rieurs a` 8 ; l’amplitude des spectres est e´galement fortement diminue´e.
4.3 Influence de la viscosite´ variable
Comparons les re´sultats obtenus pour les cas 2 et 3 : comme dans le cas isovis-
queux, les longueurs d’ondes observe´es pour la topographie dynamique et le ge´o¨ıde
correspondent aux longueurs d’ondes du champ de tempe´rature.
Le cas n° 3 correspond au mode de convection dit du couvercle stagnant, zone
caracte´rise´e par un profil de tempe´rature conductif (figure 4.1 page 110). L’effet du
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Fig. 4.8 – Spectres de puissance de la topographie dynamique de surface (trait plein)
et du ge´o¨ıde (pointille´s) obtenus pour les cas pre´sente´s dans le tableau (4.2).
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re´gime de couvercle conductif semble eˆtre identique sur l’amplitude de la topographie
et le ge´o¨ıde, avec une multiplication de l’ordre de 10 a` 20.
L’augmentation de l’amplitude de la topographie de surface et du ge´o¨ıde se retrouve
e´galement dans les spectres de puissance. La seconde information de´livre´e par l’analyse
des spectres de puissance concerne la diminution de la longueur d’onde caracte´ristique
de la topographie et du ge´o¨ıde. En effet, le pic migre vers les plus haut degre´s (du degre´
3 au degre´ 5 entre les cas 2 et 3), mais la forme ge´ne´rale des spectres reste similaire.
Cela est principalement du a` la valeur du nombre de Rayleigh interne Rai. Pour les
cas isovisqueux, le Rayleigh de surface est e´gal au Rayleigh interne, alors que pour les
cas a` viscosite´ variable, le nombre de Rayleigh interne de´pend du contraste de viscosite´
(tableau (4.2) page 107).
4.4 Influence du chauffage interne
Lorsque le chauffage est introduit, la topographie et le ge´o¨ıde diminuent fortement,
ce qui est bien visible sur les figures (4.6), (4.7) et (4.8) pour les cas 4 et 5. Comme
dans le cas de la viscosite´ variable, la longueur d’onde caracte´ristique de la convection
diminue lorsque le chauffage volume´trique est pre´sent et les valeurs des termes de haut
degre´ deviennent supe´rieures a` celles des termes de plus grande longueur d’onde. Ainsi,
pour le cas n° 5, la pente du spectre de puissance du ge´o¨ıde diminue fortement pour
les degre´s supe´rieurs a` 8 et celle de la topographie dynamique devient meˆme nulle ;
les spectres pre´sentent alors une forme lisse´e quasi-horizontale : la contribution des
grandes longueurs d’onde diminue et tous les degre´s contribuent pour la meˆme part au
signal global.
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4.5 Similarite´s avec Ve´nus
A` nouveau, nous insistons sur le fait que la comparaison des re´sultats reste de´licate,
du fait de la nature diffe´rente des runs. En effet, la ge´ome´trie de la topographie et
du ge´o¨ıde, la forme et l’amplitude des spectres de puissance sont, au premier ordre,
controˆle´s par la valeur du nombre de Rayleigh interne, qui lui-meˆme de´pend du con-
traste de viscosite´ et du nombre de Rayleigh de surface. Pour re´aliser une e´tude ri-
goureuse de l’impact du contraste de viscosite´ et du chauffage interne sur la ge´ome´trie
des re´sultats, il sera ne´cessaire de de´terminer pre´cise´mment les valeurs de ces diffe´rents
parame`tres pour que chaque run pre´sente un nombre de Rayleigh interne semblable.
Malgre´ cela, nous pouvons comparer nos premiers re´sultats aux caracte´ristiques des
plane`tes telluriques, notamment celles de Ve´nus.
La figure (4.9) repre´sente la topographie et le ge´o¨ıde de Ve´nus de´veloppe´s au degre´
30, afin de comparer ces caracte´ristiques aux re´sultats des figures (4.3) a` (4.7). La
ge´ome´trie du ge´o¨ıde rappelle celle obtenue pour le cas n°5, mais celle de la topographie
ne se retrouve pas dans nos re´sultats. Notons que la topographie repre´sente´e sur les
figures (4.3) a` (4.7) correspond a` une topographie dynamique qui, par conse´quent, est
loin de repre´senter la topographie observe´e a` la surface d’une plane`te.
La figure (4.10) permet de comparer les spectres de puissance de la topographie et
du ge´o¨ıde de Ve´nus aux re´sultats obtenus pour le cas isovisqueux (cas n°1) et le cas
du couvercle conductif (cas n°5). Pour ces deux derniers cas, le spectre de puissance
de la topographie est toujours supe´rieur a` celui du ge´oide, comme cela est le cas pour
Ve´nus, mais e´galement pour les autres plane`tes telluriques (cf. chapitre 1). L’ampli-
tude des spectres de la topographie et du ge´o¨ıde pour le cas isovisqueux et celui du
couvercle conductif est cependant supe´rieure a` celle des spectres de Ve´nus. Mais nous
pouvons noter que les spectres les plus similaires a` ceux de Ve´nus sont ceux du cas du
couvercle conductif, meˆme si la forme du spectre de topographie s’e´loigne de celle de
Ve´nus. Malgre´ les similarite´s identifie´s dans les spectres de puissance et la ge´ome´trie
de la topographie et du ge´o¨ıde, nous devons rester prudents quant a` l’interpre´tation
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Fig. 4.9 – Topographie (haut) et ge´o¨ıde (bas) de Ve´nus de´veloppe´s au degre´ 30.
des re´sultats. Il ne faut pas oublier que ces simulations sont encore re´centes et que
de nombreuses ame´liorations peuvent encore eˆtre apporte´es a` notre mode`le. Cepen-
dant, Ve´nus est peut eˆtre la plane`te la plus ’simple’ a` e´tudier, en comparaison avec
la Terre et Mars. Ne pre´sentant aucun signe de tectonique des plaques mais une forte
corre´lation entre la topographie et le ge´o¨ıde, cette plane`te semble eˆtre l’expression par-
faite des phe´nome`nes d’origine interne a` la surface (support dynamique des volcans,
amincissement de la lithosphe`re...).
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Fig. 4.10 – Spectres de puissance adimensionne´s de la topographie (trait plein) et du
ge´o¨ıde (pointille´s) de Ve´nus, du cas isovisqueux (cas n°1) et du cas du couvercle conduc-
tif (cas n°5).
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4.6 Conclusions
Les amplitudes et les longueurs d’ondes associe´es de la topographie dynamique et
du ge´o¨ıde sont cohe´rentes et leurs signatures sont directement lie´es aux processus de
dynamique interne (flux mantellique et distributions de densite´). L’effet des instabilite´s
thermiques est clairement visible dans les diffe´rentes figures, quels que soient les pa-
rame`tres de convection (nombre de Rayleigh, contraste de viscosite´, chauffage interne).
Meˆme si notre approche est encore grossie`re, elle a sa place parmis les autres me´thodes
ge´ophysiques mode´lisant la structure et la dynamique interne des plane`tes telluriques
comme les relations topographie/gravite´ (GTR), la mode´lisation de l’e´paisseur crustale
ou de l’admittance (Wieczorek (2007)).
Mais a` ce stade de notre e´tude, il est encore trop toˆt pour comparer nos re´sultats
aux caracte´ristiques ge´ophysiques des plane`tes telles que Ve´nus ou Mars. Meˆme si
nous avons remarque´ que l’amplitude du ge´o¨ıde est constamment infe´rieure a` celle de
la topographie, comme cela est le cas pour ces plane`tes, notre mode`le est encore trop
re´ducteur et de nombreuses ame´liorations peuvent encore lui eˆtre apporte´es : le mode`le
rhe´ologique est relativement simple et ne tient pas compte de la de´pendance en pression
de la viscosite´, de l’e´lasticite´ de la lithosphe`re ou du transport d’e´le´ments chimiques.
Une loi de viscosite´ type Arrhe´nius engendre un champ de contrainte plus important
pre`s de la surface dans le cas du couvercle stagnant (Solomatov (2004)). La principale
conse´quence est une topographie de surface surestime´e (et de la meˆme manie`re, une
influence plus grande de la topographie sur le ge´o¨ıde). Yoshida et Kageyama (2006)
ont e´galement montre´ que la de´pendance en pression de la viscosite´ diminue fortement
le degre´ caracte´ristique de la convection (l=1-4).
La nature e´lastique de la lithosphe`re influe e´galement sur le signal de surface et agit
comme une filtre. Roberts et Zhong (2004) ont montre´ qu’une telle lithosphe`re peut
diminuer d’un facteur trois le signal gravime´trique d’un plume. De plus, une quantite´
non ne´gligeable de la charge associe´e a` la topographie peut eˆtre supporte´e par des
processus tels que l’isostasie ou la flexure de la lithosphe`re (Turcotte et al. (1981)).
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Enfin, les gradients de densite´ et de viscosite´ d’origine compositionnelle jouent un
roˆle important dans la dynamique du manteau, notamment au niveau de la lithosphe`re
continentale (van Gerven et al. (2004)) et oce´anique (Choblet et Parmentier (2001))
ainsi qu’a` la base du manteau infe´rieur (Deschamps et Sotin (2001)).
Chapitre 5
Conclusions et Perspectives
Les travaux re´alise´s au cours de cette the`se se sont divise´s en deux parties princi-
pales. Dans la premie`re partie, notre e´tude s’est porte´e sur les donne´es gravime´triques
martiennes. Graˆce aux pre´ce´dentes e´tudes ge´omorphologiques mene´es a` la surface de la
plane`te et a` l’identification de plusieurs lignes de rivage fossiles dans l’he´misphe`re nord
de Mars, nous nous sommes interesse´s a` Deuteronilus. Nous avons, dans un premier
temps, confirme´ la nature de ce contact. Par la suite, en calculant les variations du
potentiel de pesanteur en fonction de la longitude le long de ce contact, nous avons
de´montre´ que Deuteronilus a enregistre´ la variation de la forme globale de la plane`te.
Les e´tudes spectrome´triques issues des donne´es de Mars Express et des rovers Spirit
et Opportunity sont venues e´tayer nos hypothe`ses en confirmant la chronologie des
e´tapes ge´ologiques majeures du Noachien et de l’Hespe´rien, notamment la de´formation
de Mars au Noachien supe´rieur, pe´riode correspondant a` la phase de volcanisme intense
qui a donne´ naissance au doˆme de Tharsis. Ce complexe volcanique est d’ailleurs la cle´
de la compre´hension de la formation et de l’e´volution de Mars et aujourd’hui encore,
de nombreuses questions, comme le support dynamique d’origine interne de l’e´difice,
restent pose´es.
En de´limitant les frontie`res ge´ographiques de la ligne de rivage Deuteronilus, nous
avons de´termine´ les caracte´ristiques de l’oce´an martien. D’une profondeur moyenne
de 500 me`tres et d’un volume correspondant au 3/4 du volume de l’oce´an arctique
terrestre, cet oce´an aujourd’hui disparu est la preuve que Mars n’a pas toujours pre´sente´
le visage qu’elle affiche aujourd’hui. Toutefois, la quantite´ d’eau recueillie par cet oce´an
est tre`s limite´e compare´e au re´servoir mantellaire estime´ a` partir des e´tudes mene´es sur
l’hydratation des me´te´orites martiennes, ce qui soule`ve des questions quant au devenir
de l’eau originelle.
L’e´tude de l’hypsome´trie martienne nous a permis de de´montrer que les segments
line´aires de la courbe d’hypsome´trie cumule´e de la topographie martienne corres-
pondent a` des re´gions qui ont accueilli l’oce´an martien. Sur Terre, les segments line´aires
de la courbe d’hypsome´trie cumule´e traduisent des processus de subsidence thermique
de la lithosphe`re oce´anique. Cette constatation est frappante et soule`ve des interroga-
tions qui ne´cessitent des investigations supple´mentaires.
Dans la seconde partie de ce me´moire, nous nous sommes inte´resse´s a` la dynami-
que interne des plane`tes telluriques. Dans le but de mieux comprendre les effets de la
convection thermique sur les observables de surface (topographie dynamique et ge´o¨ıde),
nous avons de´veloppe´ un nouvel outil alliant mode´lisation de la convection thermique en
domaine sphe´rique tri-dimensionnel et me´thode spectrale base´e sur le de´veloppement
en harmoniques sphe´riques (Choblet et al. (2006), cf. Annexes).
L’adimensionnement des e´quations caracte´ristiques du couplage entre convection
thermique et observables de surface a permis d’ajouter deux nouveaux parame`tres S
et Gr a` la liste des nombres sans dimension de la convection thermique a` nombre de
Prandtl infini en domaine sphe´rique 3D (Ra, f , γ et h). Malgre´ une interpre´tation
de´licate de la signification physique de ces parame`tres, l’estimation de leurs valeurs a
permis de classer les diffe´rents objets du syste`me solaire. Ainsi, les valeurs minimales de
S et Gr correspondent respectivement aux corps caracte´rise´s par un manteau silicate´
ou une crouˆte glace´e tre`s fins (Mercure et Europe). En revanche, les valeurs maximales
sont associe´es respectivement aux corps dont le manteau ou la crouˆte glace´e sont tre`s
e´pais (Ve´nus et Ganyme`de).
Nous avons ensuite montre´ que les effets du flux mantellique et des he´te´roge´ne´ite´s
de densite´ sur la topographie dynamique et le ge´o¨ıde sont clairement identifiables et
non ne´gligeables. L’analyse de la ge´ome´trie de la topographie dynamique de surface
et du ge´o¨ıde ainsi que l’e´tude de l’amplitude et de la forme des spectres de puissance
nous ont permis de de´terminer l’impact de la viscosite´ variable et du chauffage interne.
Nous avons ensuite compare´ nos re´sultats aux caracte´ristiques des plane`tes telluriques
(principalement Ve´nus), tout en soulignant la prudence avec laquelle cette analyse doit
eˆtre mene´e.
En effet, de nombreuses ame´liorations peuvent encore eˆtre apporte´es a` cet outil : le
mode`le rhe´ologique est base´ sur une simple loi de viscosite´ type Arrhe´nius (de´pendance
en tempe´rature), ce qui, dans le cas du couvercle stagnant, engendre un champ de
contrainte plus important pre`s de la surface ; cela entraˆıne une surestimation de la
topographie de surface et par conse´quent une influence plus importante sur le ge´o¨ıde.
La de´pendance en pression de la viscosite´ joue e´galement un roˆle important, dont le
premier effet est la diminution du degre´ caracte´ristique de la convection.
D’autres aspects, comme la nature e´lastique de la lithosphe`re, doivent eˆtre pris
en compte : l’e´lasticite´ de la lithosphe`re agit comme un filtre, en attenuant notable-
ment le signal gravime´trique et affectant e´galement la longueur d’onde associe´e des
panaches mantelliques. De plus, une quantite´ non ne´gligeable de la charge associe´e a`
la topographie peut eˆtre supporte´e par des processus tels que l’isostasie ou la flexure
de la lithosphe`re. Enfin, le phe´nome`ne d’isostasie thermique doit eˆtre mode´lise´ afin de
prendre en compte la composante ’thermique’ de la topographie dans le signal global.
Il est e´vident qu’une connaissance pre´cise de la structure interne d’une plane`te ou
d’un satellite ne´cessite des mesures in-situ. Cependant, de telles mesures demandent la
mise en place de re´seaux instrumentaux ce qui, a` l’e´chelle d’une plane`te, repre´sente un
investissement financier conside´rable et une prouesse technologique sans pre´ce´dent. En
attendant de telles mesures graˆce aux futures missions au sol vers Mars ou Europe, des
donne´es telles que le ge´o¨ıde et la topographie restent indispensables car elles constituent
les seuls parame`tres disponibles susceptibles de fournir des informations quant a` la
structure et la dynamique interne de ces corps. Ainsi, l’outil que nous avons de´veloppe´
au cours de cette the`se est parfaitement adapte´ et relativement polyvalent, car il est
tout aussi bien applicable au cas des plane`tes telluriques qu’a` celui des satellites de
glace et les donne´es des futures missions spatiales permettront a` la fois de le tester et
de l’ame´liorer.
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Annexe A
Description des sche´mas
d’advection
Si l’on ne´glige les termes diffusifs (partie droite de l’e´quation), la partie advective
de l’e´quation (3.21) page 89 peut s’e´crire de la manie`re suivante :
θ,t +
1
J
[(
JθV¯ r
)
,r
+
(
JθV¯ ξ
)
,ξ
+
(
JθV¯ η
)
,η
]
= θ,t + V¯
rθ,r + V¯
ξθ,ξ + V¯
ηθ,η = 0 (A.1)
ou` J = r
2C2D2
δ3/2
est le jacobien de la transformation des coordonne´es de la base carte´sien-
ne a` la base associe´e aux coordonne´es de la sphe`re cubique et les composantes contra-
variantes de la vitesse V¯ • se rapportent a` cette base naturelle (alors que V • se re´fe`re a`
la base physique, cf. Choblet (2005)). En inte´grant (A.1) sur le volume V de la cellule
C et durant le pas de temps ∆t, on obtient la forme conservative :
1
V
(
Θn+1 −Θ
)
+
1
JV
(
F (r+)− F (r−) + F (ξ+)− F (ξ−) + F (η+)− F (η−)
)
= 0 (A.2)
avec
Θ(r, ξ, η, t) =
∫
C
θ(r′, ξ′, η′, t)dV, (A.3)
et
F (r, ξ, η, t) =
∫ t+∆t
t
∫
SI
J(r′, ξ′, η′, t′)V¯ I(r′, ξ′, η′, t′)θ(r′, ξ′, η′, t′)dSIdt, (A.4)
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ou` l’index I se rapporte a` la direction (r, ξ ou η) tel que SI est la surface de la
cellule C correspondante a` I = constante (sauf explicitement e´crit, les coordonne´es
sont r, ξ, η, t).
Conside´rons a` pre´sent le proble`me discret ; la me´thode de maillage entrelace´ est
utilise´e de telle manie`re que les vitesses V¯ I sont localise´es sur le bord des cellules (cor-
respondant a` r−i , r
+
i , ξ
−
j , ξ
+
j , η
−
k , η
+
k ) et les quantite´s scalaires au centre (correspondant
a` ri, ξj, ηk) (cf. Choblet (2005)). L’approche de Godunov (Godunov (1959)) consiste
alors a` introduire une fonction constante dans le volume C mais variant dans le temps :
T nijk(t). Nous obtenons alors pour le flux discret sur les bords des cellules :
F I = SIJV¯ I
∫ t+∆t
t
T (t′)dt (A.5)
(ici et pour les lignes suivantes, sauf explicitement e´crit, les index sont i, j, k, n).
Le sche´ma amont correspond alors au choix d’une valeur constante pour T correspon-
dant soit a` la valeur θ de ’gauche’ ou de ’droite’, en fonction du signe de V¯ I , e.g.,
F r
−
=


∆lξ∆lη∆tJV¯ rθ si V¯ r > 0,
∆lξ∆lη∆tJV¯ rθi−1 si V¯
r < 0.
(A.6)
avec ∆lξ,∆lη la dimension de la cellule.
Une meilleure pre´cision (second ordre) peut eˆtre obtenue en utilisant une fonction
(tri)line´aire pour T , en introduisant les pentes σr, σξ, ση, constantes dans l’intervalle
de temps [t, t+∆t] :
T (r, ξ, η, t) = θnijk + σ
r
i (r − ri) + σξj (ξ − ξj) + σηk(η − ηk). (A.7)
Il est a` noter que σ• = 0 correspond a` la me´thode amont de Godunov.
Les choix classiques pour la pente utilisant une me´thode centre´e (e.g., σr = (θi+1 −
θi−1)/2∆r, Fromm), amont (e.g., σ
r = (θi − θi−1)/∆r, Beam-Warming) ou aval (e.g.,
σr = (θi+1 − θi)/∆r, Lax-Wendroff) peuvent cependant induire des oscillations dans
les re´gions a` forts gradients θ : dans ce cas, une manie`re d’e´viter ces oscillations est
de limiter les valeurs des pentes. La solution de Van Leer (Van Leer (1979)) est alors
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de conside´rer le ”monotonized central-difference limiter” (ou MC-limiter) de´fini de la
manie`re suivante (par exemple dans la direction r) :
σr = minmod
((
θi+1 − θi−1
2∆r
)
,
(
2
θi+1 − θi
∆r
)
,
(
2
θi − θi−1
∆r
))
. (A.8)
avec la fonction minmod :
minmod(a, b, c) =


sign(a)min(a, b, c) si a ≤ b ≤ c ou a ≥ b ≥ c,
0 sinon.
(A.9)
Une autre solution est de calculer la pente a` partir d’une moyenne ge´ome´trique :
σr =


2(θi+1−θi)(θi−θi−1)
(θi+1−θi−1)∆r si θi−1 ≤ θi ≤ θi+1 ou θi−1 ≥ θi ≥ θi+1,
0 sinon.
(A.10)
Le sche´ma MPDATA (ou Multidimensional Positive Definite Advection Transport Al-
gorithm) corrige la proce´dure amont classique en la re´appliquant avec un champ de
vitesse anti-diffusif. Ce dernier est de´rive´ de l’analyse de l’erreur de troncature du
sche´ma amont en supposant un flux uniforme. Cette proce´dure peut e´videmment eˆtre
applique´e de fac¸on a` obtenir une bonne pre´cision, ite´rativement (cf. Smolarkiewicz
(1984)). Cette me´thode a e´te´ utilise´e avec succe`s pour la mode´lisation de la dynamique
du manteau dans un domaine carte´sien. Cependant, dans le domaine de la sphe`re
cubique, ces e´tapes de correction demandent un temps de calcul conse´quent.
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Annexe B
Me´thode spectrale
B.1 Passage de l’expression complexe a` l’expres-
sion re´elle
a(θ, φ) =
∞∑
l=0
l∑
m=−l
almY (θ, φ)
=
∞∑
l=0

al0Yl0(θ, φ) + l∑
m=1
almYlm(θ, φ) +
−1∑
m=−l
almYlm(θ, φ)

 (B.1)
proprie´te´ :
Ylm(θ, φ) = Y
∗
l−m(θ, φ)(−1)m et a(θ, φ) = a∗(θ, φ)
a(θ, φ) =
∞∑
l=0
l∑
m=−l
almYlm =
∞∑
l=0
l∑
m=−l
a∗lmY
∗
lm =
∞∑
l=0
l∑
m=−l
a∗lmYl−m(−1)m
posons n=-m
a(θ, φ) = a∗(θ, φ) =
∞∑
l=0
l∑
n=−l
a∗l−nYln(−1)n
Par identification, nous voyons que :
alm = a
∗
l−n(−1)n = a∗l−m(−1)m
L’expression (B.1) s’e´crit alors :
a(θ, φ) =
∞∑
l=0

al0Yl0(θ, φ) + l∑
m=1
almYlm(θ, φ) +
−1∑
m=−l
a∗l−m(−1)mY ∗l−m(θ, φ)(−1)m


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=
∞∑
l=0
(
al0Yl0(θ, φ) +
l∑
m=1
almYlm(θ, φ) +
l∑
m=1
a∗lmY
∗
lm(θ, φ)
)
=
∞∑
l=0
(
al0Yl0(θ, φ) + 2Re
l∑
m=1
almYlm
)
Relation entre les coefficients HS re´els et complexes
V (θ, φ) =
lmax∑
l=0
l∑
m=0
(Clmcosmφ+ Slmsinmφ)Plm(cosθ)
m = 0 ; Cl0 =
Vl0√
4π
m > 0 ; Clm = (−1)mRe(Vlm)√
2π
; Slm = (−1)m+1 Im(Vlm)√
2π
Vl0 =
√
4πCl0 ; Vlm =
√
2π(−1)m(Clm − iSlm)
Relation d’orthonormalite´∫ sπ
0
∫ π
0
Yjm(θ, φ)Y
∗
kl(θ, φ)sinθdθdφ = δjkδml
δjm repre´sente la fonction de Kronecker (=1 si j = m, 0 sinon).
B.2 Analyse spectrale
Spectre de puissance
Le spectre de puissance d’une fonction permet d’estimer la contribution des diffe´-
rentes longueurs d’ondes a` cette meˆme fonction.
|fl|2 =
l∑
m=−l
flmf
∗
lm = fl0fl0 + 2Re
l∑
m=1
flmf
∗
lm
Corre´lation
La corre´lation est une mesure de la relation line´aire entre deux fonctions.
∞∑
l=0
l∑
m=−l
flmg
∗
lm√√√√ ∞∑
l=0
l∑
m=−l
flmf
∗
lm
∞∑
k=0
k∑
n=−k
gkng
∗
kn
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avec
∞∑
l=0
l∑
m=−l
flmg
∗
lm =
∞∑
l=0
(fl0gl0 + 2Re
l∑
m=1
flmglm)
Corre´lation par degre´
Cl =
l∑
m=−l
flmg
∗
lm√√√√ l∑
m=−l
flmf
∗
lm
l∑
m=−l
glmg
∗
lm
Admittance


g
U
h
= A.topo︸ ︷︷ ︸
partie corre´le´e
+ u︸︷︷︸
partie non corre´le´e
al =
l∑
m=−l
tlmh
∗
lm
l∑
m=−l
tlmt
∗
lm
=
tl0hl0 + 2Re
l∑
m=1
tlmh
∗
lm
tl0tl0 + 2Re
l∑
m=1
tlmt
∗
lm
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Liste des notations utilise´es
symbole de´finition unite´s
α dilatation thermique K−1
Cp capacite´ calorifique J.K
−1.kg−1
d e´paisseur de la coquille m
δij symbole de Kronecker (1 si i=j, 0 sinon) -
∆ ρc contraste de densite´ kg.m
−3
∆ T diffe´rence de tempe´rature a` travers la coquille K
f rapport entre les deux rayons, f = rb/rt -
g acce´le´ration gravitationelle m.s−2
G constante de gravitation universelle m3.s−2.kg−1
Gr parame`tre gravitationnel adimensionne´ -
γ parame`tre exponentiel de viscosite´ -
H ,h chauffage volume´trique, variable adimensionne´e W.m−3, -
k conductivite´ thermique W.m−1.K−1
κ diffusivite´ thermique m2.s−1
µ, µ0 viscosite´ adimensionne´e, viscosite´ de surface (re´fe´rence) -, Pa.s
N˜ , N hauteur du ge´o¨ıde, variable adimensionne´e m, -
Ng nombre de cellules de la grille -
p∗ pression adimensionne´e -
Q e´nergie d’activation J.mol−1.K−1
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r vecteur radial unitaire -
r˜b, rb rayon interne, variable adimensionne´e m, -
r˜t, rt rayon externe, variable adimensionne´e m, -
ρ0 densite´ de surface (re´fe´rence) kg.m
−3
Ra, Rai Rayleigh de surface, Rayleigh interne -
S parame`tre topographique adimensionne´ -
σ˜rr, σrr contrainte radiale, variable adimensionne´e Pa, -
¯˜σrr, σ¯rr contrainte radiale, variable adimensionne´e Pa, -
T tempe´rature adimensionne´e -
t˜s, ts topographie dyn. de surface, variable adimensionne´e m, -
t˜c, tc topographie dyn. CMB, variable adimensionne´e m, -
τ partie de´viatorique du tenseur des contraintes -
θ, φ coordonne´es sphe´riques (co-latitude, longitude) -
U˜ , U potentiel gravitationnel, variable adimensionne´e m2.s−2, -
V˜, V champ de vitesse, variable adimensionne´e m.s−1, -
V volume d’activation m3.mol−1
ξ,η,∆ξ,∆η coordonne´es ang. de la sphe`re cubique, incre´ments ang. -
X,Y ,δ,C,D coordonne´es auxiliaires de la sphe`re cubique -
Ylm fonction harmonique sphe´rique de degre´ l et d’ordre m -
•lm coeff. de la variable • associe´e au degre´ l et a` l’ordre m -
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SUMMARY
We present a new numerical method to describe the internal dynamics of planetary man-
tles through the coupling of a dynamical model with the prediction of geoid and surface
topography. Our tool is based on the simulation of thermal convection with variable vis-
cosity in a spherical shell with a finite-volume formulation. The grid mesh is based on
the ‘cubed sphere’ technique that divides the shell into six identical blocks. An investiga-
tion of various numerical advection schemes is proposed: we opted for a high-resolution,
flux-limiter method. Benchmarks of thermal convection are then presented on steady-state
tetrahedral and cubic solutions and time-dependent cases with a good agreement with the
few recent programs developed to solve this problem.
A dimensionless framework is proposed for the calculation of geoid and topography in-
troducing two dimensionless numbers: such a formulation provides a good basis for the
systematic study of the geoid and surface dynamic topography associated to the con-
vection calculations. The evaluation of geoid and surface dynamic topography from the
gridded data is performed in the spectral domain. The flow solver is then tested exten-
sively against a precise spectral program, producing response functions for geoid as well
as bottom and surface topographies. For a grid mesh of a reasonable size (6*64*64*64) a
very good agreement (to within ∼ 1%) is found up to spherical harmonic degree 15.
2 G. Choblet, O. ˇCadek, F. Couturier and C. Dumoulin
Key words: planetary mantles, internal dynamics, geoid, dynamic topography, numerical
models
1 INTRODUCTION
Several of today’s questions in the study of planetary interiors imply the use of models simulating
thermal convection in a spherical geometry. This is often implicitly required by the internal dynamics:
the effect of the curvature of a boundary layer on thermal instabilities and heat flux budget is likely to
play a major role in the nature of the volcanism of Venus. Spherical geometry is also important when
scaling mass flux and may be crucial for models where compositional gradients are considered. This
seems necessary to understand the history and dynamics of the Moon or the Earth. Modelling plate
motion on a sphere also implies the use of a spherical upper surface for mantle convection models: this
is true not only for the Earth’s (or early Mars) plate tectonics but also when addressing the geometry
of large scale features such as the ridges recently observed by the Cassini spacecraft on the south pole
of Saturn’s satellite, Enceladus. Tidal heating which is probably responsible for the global dynamics
of several other satellites of Saturn and Jupiter (e.g., Io, Europa, Titan) is also naturally expressed in a
spherical basis. Moreover, models developed in a spherical geometry allow a better comparison with
geophysical data obtained from space exploration often expressed as a decomposition into spherical
harmonics (for example, the significant correlation between Venus’ geoid and topography at long
wavelengths can be better understood when studied in spectral domain. In addition, in order to address
many of the problems mentioned above, a numerical model of thermal convection should handle large
viscosity gradients: i) the effective viscosity of silicates or ices is very sensitive to thermodynamical
parameters, inducing very specific dynamical regimes such as the asymptotic conductive lid regime
(e.g. Davaille & Jaupart, 1993); ii) in order to mimic the plate behaviour, more complex rheologies
have been proposed that imply even larger viscosity gradients (e.g. Tackley (2000a; 2000b); see also
Bercovici (2003) for a review).
The first programs simulating thermal convection in a spherical shell were based on a spectral
approach (Glatzmaier, 1988; Zhang & Yuen, 1995) since this allows an elegant treatment in the case
of a viscosity field that is constant or radius-dependent. However, these methods lose part of their
interest in the case of large lateral viscosity variations. A first attempt to solve variable viscosity con-
vection with a grid-based method is proposed by Hsui et al. (1995) after a finite element discretization
developed in the isoviscous case (program Terra) by Baumgardner (1985). Another technique based
on spherical coordinates is proposed by Ratcliff et al. (1996). To the authors’ knowledge, the first ro-
bust program solving Stokes flow and thermal convection in a spherical shell for a fluid with strongly
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variable viscosity (CITCOMs) is then presented by Zhong et al. (2000). Based on the finite element
program CITCOM (Moresi & Gurnis, 1996), this version uses brick elements (8 nodes) and the sphere
is divided in 12 blocks of approximately equal size. This mesh is well suited for parallel computing
and the FEM formulation ensures the robustness of the program. Though it seems necessary to have
several different tools to solve this problem (especially when spherical shell laboratory experiments
are not a simple set-up to build), new numerical solutions have not been proposed until very recently.
In the framework of finite volumes or finite differences methods, the necessity to propose complex
non-conform meshes to solve the pole problem for the spherical geometry induced a relatively heavy
computational treatment. Alternatively, the more precise and more “elegant” spectral formulation for
such a geometry (through the use of spherical harmonic functions) loses a significant part of its inter-
est when azimuthal viscosity variations are introduced. Three finite volume formulations have been
proposed recently (Kageyama & Sato, 2004; Choblet, 2005; Stemmer et al., 2006) all resulting mainly
from a new geometrical treatment. The first one, based on the ‘Yin Yang’ grid uses the classical spher-
ical coordinate system and the poles are excluded. The two latter ones use a decomposition of the
sphere into six blocks obtained through the projection of a cube, the “cubed sphere” decomposition
(while among the five platonic solids, Terra used the icosehaedron) and either formulate the equations
directly in the natural (but non-orthogonal) coordinate system (Choblet, 2005) or uses the Cartesian
coordinates of a “smoothed cubed sphere” mesh where the non-orthogonal aspect is reduced iteratively
(Harder & Hansen, 2005; Stemmer et al., 2006).
Observational constraints on the style of thermal convection in planetary bodies are still rare. Two
potentially important sources of information about the internal dynamics of a planet are the geoid and
topography. In a viscous mantle, the stresses arising from mantle flow deform all density interfaces,
including the surface. The pattern of such a “dynamic” topography and its magnitude bear evidence
about the viscosity structure of the planet, the mass flux through the major internal interfaces and
the characteristic wavelength of mantle convection (e.g. Schubert et al., 2001). Important information
about mantle convection can also be contained in the observed gravitational field which is a superposi-
tion of the gravitational signal due to density heterogeneities inside the body and the signals of density
interfaces (surface, core-mantle boundary, etc.) which may be deflected by mantle flow (Ricard et al.,
1984; Hager & Clayton, 1989; King, 1995). Prediction of the long-wavelength component of the geoid
requires the integration of mass anomalies over the whole body and can only be done in a spherical
geometry. This integration can significantly be simplified if the density anomalies and dynamic to-
pographies are expressed in terms of series of spherical harmonic functions (Bursˇa & Peˇcˇ, 1993). That
is why the momentum equation has often been solved in a spectral domain which allows the equations
governing the flow to be directly coupled with the Laplace-Poisson equation for the gravitational po-
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tential (Ricard et al., 1984; Hager & Clayton, 1989). Unfortunately, as already mentioned, the spectral
methods are not suitable in the case of models with large lateral viscosity variations ( ˇCadek & Fleitout,
2003). In the present paper, we therefore combine the solution of the Navier-Stokes equation in a finite
volume formulation with a spectral method used for evaluating the dynamic topography and the geoid.
ŒDIPUS (Origin, Evolution and Dynamics of the Interiors of Planets Using Simulation) may
seem a rather grandiloquent acronym for the tool we present in this article (may the authors be forgiven
for this !): as indicated in section 2 we so far focus on the purely thermal convection aspect (2.1) with
temperature-dependent rheology (2.2) of planetary interior dynamics. Our final objective is however to
include the compositional aspect in the program (2.3). The numerical methods are described in section
3: a new version of the ‘cubed sphere’ mesh is presented (3.1), the flow solver, already described by
Choblet (2005), is shortly evocated (3.2) and the advection scheme, problematic in this non-orthogonal
coordinate system (see the remarks by Hernlund and Tackley, 2003) is discussed (3.3). For the sake of
clarity, we describe the treatment of the geoid and the dynamic topography in an independent section
(4) since the formalism (non canonical dimensionless problem) and the numerical method (based on a
decomposition in the spectral domain) are specific. The last section (5) compiles tests we performed to
ensure the validity of the method, concerning the flow solver, thermal convection and our computation
of geoid and dynamic topography.
2 PHYSICAL MODEL
2.1 Thermal convection
We solve the classical conservation equations describing thermal convection of a variable viscosity,
infinite Prandtl number fluid in the Boussinesq approximation (aside from the viscosity variations)
here expressed in their dimensionless form:
∇·V = 0. (1)
0 = −∇p∗ +∇·µ
(
∇V +∇Vt
)
−RaTr. (2)
∂T
∂t
+V·∇T = ∇2T + h. (3)
Ra = (αρ0g∆Td
3)/(κµ0) is the surface Rayleigh number and h = h˜d2/k∆T is the dimensionless
heating rate (in the whole article, • denotes the dimensionless variable while •˜ stands for the variable
with a physical dimension; see Table 1 for the notations). Note that dimensionless length variables
(mostly r) are scaled using d (and not the radius of the outer layer): dimensionless radii thus vary
from rb = f/(1− f) to rt = 1/(1− f) where f = rb/rt = r˜b/r˜t is the ratio between the radii of the
inner (r˜b) and outer (r˜t, radius of the planet) shells.
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[Table 1 about here.]
2.2 Rheology
The temperature dependence of viscosity is modelled in the present study in terms of a simple expo-
nential function:
µ = e−γT . (4)
where γ, the viscosity parameter, is the fourth dimensionless parameter introduced in the study of
variable viscosity convection in a sphericall shell (besides Ra, h, f ). Relationship (4) is often used in
mantle-convection studies so that a comparison with earlier results is easier. Such an approximation
of the Arrhenius law (µ = eγ′/T ) considered to describe the effective viscosity of rocks and ices
due to solid-state thermally activated creep is termed the Frank-Kamenetskii approximation (Frank-
Kamenetskii, 1969). In the case of the stagnant lid regime, most of the viscosity variations occur in the
cold conductive layer at the surface. Thus, if the two functions are scaled properly, heat transfer and
flow are not much affected by the strong difference in the cold conductive region (Reese et al., 1999).
A more important point in the context of the present study concerns stress in the conductive lid (where
the two viscosity laws differ significantly) since it is used to compute geoid and dynamic topography
(see 4.1). A recent study by Solomatov (2004) indicates that the stress distribution in the lid is similar
for the two laws except within a thin layer beneath the surface.
As mentioned earlier, more realistic aspects can certainly be proposed when dealing with planetary
dynamics in terms of rheology: the stress or grain-size dependence, the influence of water (among
other volatiles) or melt fraction, and the necessity to incorporate more exotic rheologies to produce
plate-like behaviour. However, these complexities are mostly conceptual ones: the aim of the present
study being to describe the numerical tool, all the above complexities may possibly be described by our
numerical method as long as it handles large enough viscosity gradients (with the notable exception
of anisotropic viscosity).
2.3 (No) compositional dynamics
It is now well established that density and viscosity gradients of compositional origin in the Earth’s
mantle are likely to play a significant role (i.e. as important as the thermal ones) in its dynamics, at least
in two crucial regions: the lithosphere (both continental, e.g. van Gerven et al. (2004), and oceanic,
e.g. Choblet & Parmentier, 2001 ) and the deepest part of the lower mantle (e.g. Ishii & Tromp, 2004;
Deschamps & Trampert, 2004). It is also believed that most of the lunar interior dynamics subsequent
to the freezing of a primordial magma ocean are mostly shaped by compositional stratification and
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overturn (e.g. Hess & Parmentier, 1995). Moreover, some elements such as radioactive elements and
volatiles in silicates and impurities in ices, even if they do not affect density nor viscosity due to very
small concentrations, play an important role in the study of the evolution of planets. A recent good
example is the enigma of the methane content of Titan’s atmosphere, maybe of internal origin (Tobie
et al., 2006). All these effects have direct consequences on the geoid and topography.
For all these reasons, it seems important that dynamical models include the possibility of the
transport of chemical species through the pure advection of a scalar field with the flow (this would
also enable the description of the transport of physical quantities such as grain size). Such a program
simulating thermochemical convection in a spherical shell is developed for the first time by McNamara
& Zhong (2004). Though the advection scheme proposed in the present tool is built to minimize nu-
merical diffusion (see 3.3), even this small diffusion might not be acceptable when the real diffusion is
negligible. In the framework of our program, we believe that the most appropriate method may be the
tracers method described by Tackley and King (2003) rather than more complex ‘surface reconstruc-
tion methods’. Indeed, though the grid mesh is not strictly uniform and though the coordinates system
is not orthogonal, both the algorithm proposed by Tackley and King (2003) in a cartesian context and
the properties of the method are conserved.
3 NUMERICAL METHOD
In this section, we mostly refer to the finite volume method used to solve the thermal convection
problem. The mesh (3.1) and the techniques used in the flow solver (3.2) are already described in
an earlier paper (Choblet, 2005). New aspects developed here are mostly a new orientation of the
coordinate system (cf. 3.1), a benchmark of advection schemes in the cubed sphere context (3.3) and
the communication between blocks (cf. Appendix B).
3.1 Mesh
[Figure 1 about here.]
The cubed sphere method proposed by Ronchi et al. (1996) is first designed to avoid coordinate
singularities at the poles. Other interesting aspects of the method are: (i) the fact that the physical
grid defined on the spherical surface is reasonably close to a uniform grid, (ii) the decomposition of
the spherical shell into six identical regions, with the same metric and (iii) an efficient parallel im-
plementation. The mapping of the spherical surface is obtained by the projection of the sides of a
circumscribed cube onto this surface. Fig. 1 illustrates this technique and introduces the cubed sphere
coordinate system (r, ξ, η). Note that it is not an orthogonal system. In addition it appears that angular
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coordinates ξ and η are such that a symmetry between them is expected in all equations. We explic-
itly write the equations in this coordinate system in the program, thus avoiding the computation of
the metric tensor elements during the numerical computation. As proposed by Ronchi et al. (1996),
the following auxiliary variables are introduced in order to simplify the expressions of differential
operators:


X = tan(ξ),
Y = tan(η),
δ = 1 +X2 + Y 2,
C =
√
1 +X2,
D =
√
1 + Y 2.
(5)
This surface is then mapped onto a rectangular grid, where the equations are solved using a standard
finite volumes technique designed for regular meshes. The gridding technique can be illustrated by
two sets of great circles spaced with a uniform angular increment (∆ξ and ∆η) with ξ and η varying
between −π/4 and π/4 . The mesh is then extended radially between the two spherical surfaces
bounding the shell (rb) and (rt), by concentric spheres with identical angular discretization, spaced
by a radius increment ∆r (see Fig. 2). Note that if the mesh associated to one of the blocks displays
the same number of cells in the three directions, the azimuthal extent is usually larger than the radial
dimension, assuming f is not too small (π/2(1 − f) times on surface cells and πf/2(1 − f) times
on the cells adjacent to the inner boundary). This is often the configuration used in the present study’s
calculations since radial gradients play an important role in thermal convection.
[Figure 2 about here.]
The curved numerical domain is thus divided into non-uniform cells Cijk (i, j, k corresponding to
the indexes in the r−, ξ−, η−directions, respectively). The staggered grid mesh approach is adopted
and the choice is made to use contravariant coordinates providing a better evaluation of fluxes for
this configuration (see Choblet (2005) for further details). For technical reasons, we modified the
coordinates orientation on blocks 2, 3 and 4. If there are N i grid cells in a given direction, e.g. direction
ξ, there are N i + 1 discrete values of the contravariant coordinate of the velocity field V ξ between
ξ = −π/4 (V ξj=0) and ξ = π/4 (V ξj=Nξ+1). Thus, V
ξ
j=0 on block 1 will be computed from the value
V ξ
j=Nξ+1
on block 0 (and also value V η(ξ = π/4) on block 0, due to non orthogonality). In order to
write strictly the same algorithm on each block, it is thus necessary that boundaries between blocks
involve coordinates values of both −π/4 and π/4 (while, with the classical orientation proposed by
Ronchi et al. (1996), coordinate η = π/4 on block 1 coincides with coordinate ξ = π/4 on block
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4. . . ). The new orientation satisfies this aspect. Relationships between this new coordinate system and
the Cartesian and spherical basis are indicated in Table 2.
[Figure 3 about here.]
[Table 2 about here.]
3.2 Flow solver
In the cubed sphere coordinate system, eqs. (1) and (2) provide respectively the following projections:
∇·V = 1
r2
(
r2V r
)
,r
+
δ3/2
rDC2
(
V ξ
δ1/2
)
,ξ
+
δ3/2
rCD2
(
V η
δ1/2
)
,η
= 0 (6)
and, along r,
p,r =
1
r3
(
r3τ rr
)
,r
+
δ3/2
rDC2
(
τ rξ
δ1/2
)
,ξ
+
δ3/2
rCD2
(
τ rη
δ1/2
)
,η
−RaT (7)
along ξ,
1
r
(
XY
D
p,η +Dp,ξ
)
=
1
r3
(
r3τ ξr
)
,r
+
δ3/2
rDC2
(
τ ξξ
δ1/2
)
,ξ
+
δ3/2
rCD
(
τ ξη
Dδ1/2
)
,η
(8)
along η,
1
r
(
XY
C
p,ξ +Cp,η
)
=
1
r3
(
r3τηr
)
,r
+
δ3/2
rCD2
(
τηη
δ1/2
)
,η
+
δ3/2
rCD
(
τηξ
Cδ1/2
)
,ξ
(9)
where the components τ•• of the deviatoric part of the stress tensor (σ = −pI+ τ ) are
τ rr = 2µV r,r, (10)
τ rξ = µ

r
(
V ξ
r
)
,r
+
D
r
V r,ξ +
XY
rD
V r,η

 , (11)
τ rη = µ
[
r
(
V η
r
)
,r
+
C
r
V r,η +
XY
rC
V r,ξ
]
, (12)
τ ξξ = 2µ

 XY
rδ1/2
(
δ1/2V ξ
D
)
,η
+
D
r
V ξ,ξ +
C2D2
rδ
V r − CYD
2
rδ
V η

 , (13)
τ ξη = µ

 CD
rδ1/2
(
δ1/2V η
C
)
,ξ
+
CD
rδ1/2
(
δ1/2V ξ
D
)
,η
− XY CD
δ
V r,r

 , (14)
τηη = 2µ

 XY
rδ1/2
(
δ1/2V η
C
)
,ξ
+
C
r
V η,η +
C2D2
rδ
V r − DXC
2
rδ
V ξ

 . (15)
Note that non-orthogonality between ξ and η leads to longer than usual expressions for the classical
differential operators. The expressions of the discrete equations corresponding to eqs. (6)-(15) can be
found in Choblet (2005).
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The flow solver is decoupled from the treatment of the energy equation: the velocity field com-
puted at time-step n is used for the advection of heat in the computation of temperature at time n+ 1.
The pressure and velocity fields are then updated simultaneously using the new temperature field to
compute buoyancy and viscosity. We use a FAS-multigrid algorithm with V-cycles, a Gauss-Seidel
smoother, linear transfer operators and coarse grid operators on all grids derived from the fine grid
discretization (see Choblet (2005) for further details).
3.3 Advection-diffusion scheme
The equation describing conservation of energy is in the dimensionless form:
T,t + T,rV
r +
δ
rDC2
T,ξV
ξ +
δ
rCD2
T,ηV
η =
1
r2
(
r2T,r
)
,r
+
δ
r2
[
T,ξξ
C2
+
T,ηη
D2
+
2XY T,ξη
C2D2
]
+ h. (16)
A classical drawback of grid based methods used to solve the advection problem is that discrete
schemes usually provide solutions that satisfy better a different partial differential equation than the
simple advective transport equation (16): this modified equation includes diffusive (for first order
schemes) or dispersive (second order schemes) terms. Moreover, in the context of non-orthogonal co-
ordinate systems, the numerical diffusion is anisotropic: for the cubed-sphere coordinates, it is larger
along ξ and η directions (e.g. Hernlund & Tackley, 2003). In order to solve these problems, we have
tested three advection methods in the ‘cubed sphere’ context described in Appendix A: (i) the classical
fist order ‘upwind’ method produces large amounts of numerical diffusion and it is only used as a ref-
erence scheme, (ii) the ‘MPDATA’ method, used in several programs simulating thermal convection
in a Cartesian context to study mantle dynamics (e.g. Tackley, 1994), (iii) the ‘ van Leer’ method used
more commonly in the context of compressible fluids (van Leer, 1979).
[Figure 4 about here.]
The test we propose is based on a solid rotation velocity field around the x−axis, i.e. proportional
to
V = ex ⊗ r = r
δ


0
−Y D
XC

 . (17)
We initially impose a sphere of radius 0.1 with an anomalous temperature 1 within a 0 temperature
field in block 0 of the cubed sphere. It is then advected with the rotation velocity field so that if
diffusion were negligible, the field should be invariant. We measure numerical diffusion through the
volume of the region bounded by isotherm (T = 0.2). Fig. 4 displays a comparison of the different
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schemes using this criterion: increasing the number of correction steps (iord) with ‘anti-diffusive’
velocities in the MPDATA scheme provides better results. Even with iord = 2, the volume of the
hot sphere remains smaller on a mesh including 323 grid cells than the reference upwind scheme
with a twice larger resolution (643 grid cells). Tests of the van Leer methods, whatever slope is used,
return even better results: the volume obtained with slope 2 (geometrical average, see Appendix A)
after a similar time is twice smaller than the one obtained for iord = 3. Slope 1 (MC limiter, see
Appendix A) leads to a volume that increases less (40 % smaller than the increase obtained for slope
2). Even though the treatment of the energy equation corresponds only to a small fraction of the global
costs associated to the simulation of thermal convection with our method, the CPU cost of the various
advection methods is displayed in Table 3. The van Leer methods are both twice more time-consuming
than the simple upwind scheme. Incrasing the number of corrective steps in MPDATA increases the
computation time (iord = 4 already costs twice as much as the van Leer methods). For all these
reasons, we will use the quite simple and quite efficient van Leer method (with MC limiter slope 1) in
the following computations.
[Table 3 about here.]
Further remarks on the numerical diffusion process are illustrated on Fig. 5. While the reference
upwind scheme provides a strong flattening of the volume compared to the initial spherical shape, this
feature is attenuated in the van Leer case. The main reason for this flattening is that the velocity field
we employ for the test has a zero V r component. It should thus be noted that this flattening does not
reflect anisotropy in the numerical diffusion process. Anisotropy can be observed on the ‘azimuthal’
projections (right in Fig. 5) where a significant distorsion exists for the upwind scheme while the
projection of the volume remains circular in the van Leer case (coordinates ξ and η playing a role that
should be strictly equivalent in this test).
[Figure 5 about here.]
4 EVALUATION OF THE GEOID AND DYNAMIC TOPOGRAPHY
In this section, we give basic formulas relating the stresses due to thermal convection in planetary
interiors with surface observables, namely the dynamic topography and the geoid. We will follow the
approach described by Ricard et al., (1984) and Richards & Hager (1984). For the sake of clarity, we
first present these equations using physical quantities (denoted with tildes) and then we rewrite them
in dimensionless forms, consistent with descriptions considered in previous sections.
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4.1 Equations
The stresses arising from the viscous flow in the mantle deform the surface of the planet and the
bottom boundary (sometimes referred to in this text as the core-mantle boundary, CMB, as is the case
for the Earth and most terrestrial planets). The deviation t˜s of the deformed surface from a spherical
shape,
t˜s(θ, φ) = r˜s(θ, φ)− r˜t (18)
where r˜s is the radius of the surface at a point with spherical coordinates θ and φ, and r˜t is the mean
radius of the planet, can be obtained from the equilibrium of radial forces evaluated on a sphere of
radius r˜t. In a first approximation, we can write
σ˜rr(r˜t, θ, φ)− ¯˜σrr(r˜t) = −ρ0gt˜s(θ, φ) (19)
where σ˜rr is the radial component of the traction force at a spherical boundary of radius r˜t,
σ˜rr(r˜t, θ, φ) = −p˜∗(r˜t, θ, φ) + 2µ˜(r˜t, θ, φ)
[
∂V˜ r(r˜, θ, φ)
∂r˜
]
r˜=r˜t
(20)
¯˜σrr is its average value,
¯˜σrr(r˜t) =
2π∫
0
π∫
0
σ˜rr(r˜t, θ, φ) sin θdθdφ (21)
and g is the gravitational acceleration which is supposed here to be constant throughout the shell. The
topography t˜s induced by mantle flow is usually referred to as dynamic topography. In evaluating the
forces due to topographic masses (the right-hand side of eq. (19)), we only considered the lithostatic
pressure and neglected the effect of self-gravitation. Eq. (19) would have a more complex form if
the viscous mantle is overlaid by an elastic or viscoelastic layer, as in (Zhong, 2002), or a membrane
(e.g. Ribe, 1992). A similar equation of equilibrium for the surface can be written for the CMB. If
we neglect the variations of pressure in the liquid core, associated with gravitational effects of density
anomalies in the mantle and the surface and CMB topographic masses, we can express the topography
t˜c of the CMB as follows:
t˜c(θ, φ) =
σ˜rr(r˜b, θ, φ)− ¯˜σrr(r˜b)
∆ρcg
(22)
where ∆ρc is the density jump at the CMB.
The anomalies of gravitational potential U˜ induced by thermal convection in the shell are a super-
position of the gravitational signals from topographies t˜s and t˜c, and the gravitational signal induced
by density anomalies in the shell. Using the integral expression for gravitational potential and eqs.
(19) and (22), we obtain
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U˜(r˜, θ, φ) = −Gr˜
2
t
g
2π∫
0
π∫
0
σ˜rr(r˜t, θ
′, φ′)− ¯˜σrr(r˜t)
d˜(r˜t, θ′, φ′ | r˜, θ, φ)
sin θ′dθ′dφ′
+
Gr˜2b
g
2π∫
0
π∫
0
σ˜rr(r˜b, θ
′, φ′)− ¯˜σrr(r˜b)
d˜(r˜b, θ′, φ′ | r˜, θ, φ)
sin θ′dθ′dφ′
+ G
r˜t∫
r˜b
2π∫
0
π∫
0
∆ρ˜(r˜′, θ′, φ′)
d˜(r˜′, θ′, φ′ | r˜, θ, φ) r˜
′2 sin θ′dθ′dφ′dr˜′ (23)
where G is the gravitational constant, ∆ρ˜ are the density anomalies in the mantle, and d˜(r˜′, θ′, φ′ | r˜, θ, φ)
is the distance between the points (r˜′, θ′, φ′) and (r˜, θ, φ). If potential U˜ is known we can determine
the height of the geoid from the Bruns theorem (e.g. Lambeck (1988)),
N˜(θ, φ) = U˜(r˜t, θ, φ)/g (24)
We will show in section 4.2 that the evaluation of integrals in eq. (23) can easily be done in a spectral
domain.
Comparison of the predicted geoid and dynamic topography with the observed data requires the
predicted quantities to be expressed in physical units. With the characteristic scales defined above, the
radial traction and density fields used in the computation of geoid and topography are obtained from
results of the thermal convection model with the following relationship: σ˜rr = (µ0κ/d2)σrr. In this
context, the dimensionless dynamic topography is
ts(θ, φ) =
t˜s
d
= − E
Ra
(σrr(rt, θ, φ)− σ¯rr(rt)) (25)
where dimensionless number E = α∆T , measuring thermal expansion, is introduced. The dimen-
sionless version of eq. (23) is
U(r, θ, φ) = − r
2
t
Ra
2π∫
0
π∫
0
σrr(rt, θ
′, φ′)− σ¯rr(rt)
d(rt, θ′, φ′ | r, θ, φ) sin θ
′dθ′dφ′
+
r2b
Ra
2π∫
0
π∫
0
σrr(rb, θ
′, φ′)− σ¯rr(rb)
d(rb, θ′, φ′ | r, θ, φ) sin θ
′dθ′dφ′
−
rt∫
rb
2π∫
0
π∫
0
T (r′, θ′, φ′)
d(r′, θ′, φ′ | r, θ, φ)r
′2 sin θ′dθ′dφ′dr′ (26)
The dimensionless height of the geoid is then
N(θ, φ) =
N˜
d
= G∗EU(rt, θ, φ) (27)
where G∗ = Gρ0d/g is a gravitational dimensionless parameter. The scales introduced here are de-
termined by the scaling of the internal dynamics problem (eqs. 1-3). Therefore, their values are not
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really significant for the geoid and the dynamic topography: for example, length scale d (thickness of
the convective shell) is significantly larger than the characteristic values of N˜ or t˜s. . .
4.2 Spectral evaluation
The computation of the surface dynamic topography, eq. (19), requires the vertical component of the
traction σrr at the upper boundary to be evaluated from a dimensionless version of eq. (20). This
quantity is directly computed on the grid described in section (3.1). For many applications, however,
the surface topography needs to be expressed in terms of a spherical harmonic series. In the present
paper, for the sake of simplicity of notation, we use the complex spherical harmonic basis {Yℓm}
which is orthonormal over the unit sphere:
2π∫
0
π∫
0
Yℓ1m1(θ, φ)Y
∗
ℓ2m2(θ, φ) sin θdθdφ = δℓ1ℓ2δm1m2 (28)
where the asterisk denotes complex conjugation and δij is the Kronecker delta. The amplitude ts of
the dynamic topography at a point {θ, φ} can then be approximated as follows,
ts(θ, φ) =
ℓmax∑
ℓ=1
ℓ∑
m=−ℓ
(ts)ℓmYℓm(θ, φ) (29)
where ℓmax is the maximum degree considered and (ts)ℓm are the spherical harmonic coefficients of
degree ℓ and order m,
(ts)ℓm =
2π∫
0
π∫
0
ts(θ, φ)Y
∗
ℓm(θ, φ) sin θdθdφ (30)
(for more details, see Jones, 1985, or Varshalovich et al., 1988). If ts is given at discrete points {θi, φi},
i = 1, 2, ..., Ng , the integral in eq. (30) can be replaced by a sum and the coefficients (ts)ℓm can be
evaluated using the following simple formula:
(ts)ℓm =
Ng∑
i=1
ts(θi, φi)Y
∗
ℓm(θi, φi)∆si (31)
where ∆si is the surface area corresponding to the i-th point, normalized so that
∑
i=1,Ng
∆si = 4π.
Eq. (25) thus reduces to
(ts)ℓm = − E
Ra
(σsrr)ℓm (32)
Note that the summation in eq. (29) is done from degree 1 to ℓmax. The degree-zero term corresponds
to the mean value of ts over the sphere and is by definition equal to zero. The choice of the cut-off
degree ℓmax in eq. (29) depends on the density of grid points. Since only the spherical harmonics
whose half-wavelengths are greater than the size of the maximum grid step can be retrieved from the
grid data, ℓmax must satisfy the condition
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ℓmax <
πr˜t
max
i
{λi} (33)
where λi is the grid step.
The calculation of the geoid, eq. (27), requires the evaluation of the volume and surface integrals
in eq. (26) for gravitational potential. This integration is usually also carried out in spectral domain.
First, we express all the quantities appearing in eq. (26) in terms of spherical harmonic expansions:
X(r, θ, φ) =
ℓmax∑
ℓ=1
ℓ∑
m=−ℓ
Xℓm(r)Yℓm(θ, φ) (34)
where X stands for U , T and σrr − σ¯rr evaluated on both interfaces (r = rt and r = rb). The terms
of degree zero are not included in summation as we assume that all quantities considered represent
deviations from average values. Substituting eq. (34) into (26), using the addition theorem (e.g. Bursˇa
and Peˇcˇ, 1993), and invoking the orthonormality property (28), we obtain,
Uℓm(r) =
4πr
2ℓ+ 1

−(σsrr)ℓm
Ra
(
rt
r
)ℓ+2
+
(σcrr)ℓm
Ra
(
rb
r
)ℓ+2
−
rt∫
rb
(
r′
r
)ℓ+2
Tℓm(r
′)dr′

 (35)
where Uℓm are the spherical harmonic coefficients of the external (r ≥ rt) gravitational potential. The
spherical harmonic coefficients of the geoid, eq. (24), are then simply
Nℓm = G
∗EUℓm(rt) (36)
5 TESTS AND BENCHMARK
5.1 Flow solver and response functions
The flow solver was tested succesfully against analytical solutions for both an isoviscous fluid and a
fluid with radius-dependent viscosity (Choblet, 2005). These tests are based on the differential rota-
tions of the bounding spheres.
To further test the flow solver, we have computed response functions, i.e. the topography and
geoid produced by a normalized density anomaly located at a varying depth (for details, see, e.g.
Ricard et al. (1984) or Hager & Clayton (1989)) and compared our results with those obtained with a
spectral method described by ˇCadek (1989). We thus solve only eqs. (1), (2), (32), (35) and (36): eq.
(3) describing the conservation of energy is not considered. Boundary conditions are no-slip on top
and free-slip on the bottom. We use the following values of the dimensionless parameters:

f = 0.5
Ra = 1
E = 1
G∗ = 0.5G
(37)
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The dimensionless temperature field is
T =

 Yℓm(θ, φ)/∆r if r ∈ [rb + (i− 1/2)∆r, rb + (i+ 1/2)∆r]1≤i≤Nr0 elsewhere (38)
Three viscosity functions have been considered. The first case is isoviscous, and two radius-dependent
viscosities are tested (Fig. 6): profile 1 mimics the radial variations observed in a stagnant lid regime
with a range of approximately four orders of magnitude while profile 2 is a simple step-like viscosity
variation. Note that we do not introduce azimuthal gradients in the tested viscosity field because the
spectral method we compare our results with, would lose its interest in this case.
We use both the grid-based flow solver described above (cf. 3.2, the grid mesh includes 6*64*64*64
cells corresponding to the discretization used in classical thermal convection calculations) and a solver
based on a spectral method in order to produce the velocity and pressure fields that are then used to
compute dimensionless values of the dynamic topography and geoid (eqs. 32, 36). For each couple
(ℓ,m), dynamic topographies at the surface, ts, and at the CMB, tc, as well as the geoid N are evalu-
ated as a function of the mean depth of the density anomaly. We then compute the spherical harmonic
coefficients (ts)ℓm, (tc)ℓm, Nℓm using the integrations indicated in section (4.2). Besides computing
the spherical harmonic coefficients at the same degree as the load, we have also ensured that the co-
efficients of geoid and topographies at other degrees and orders effectively equal zero. We have also
tested that the response function at degree ℓ are identical for any m ≤ ℓ.
Figs. 7-9 display some results of these tests obtained for degrees 2, 5, 10, and 15. Concerning
the absolute values of the response functions, the isoviscous case displays the classical result that
increasing degree ℓ results in a sensibility to shallower (for surface dynamic topography and geoid) or
deeper (for bottom topography) structures and also in a smaller amplitude. It is also interesting to note
that the effect of the strong and continuous viscosity increase, mimicking a stagnant lid but with only
radial viscosity variations (profile 1, flat response function for low degrees between r = 1.8 and r = 2
for topography, cf. Fig. 8, especially for low degrees) is also observed for profile 2 (Fig. 9) where the
viscosity jump across the ‘lid’ is much smaller and discontinuous (30). Finally, the results indicate
how the response functions reflect the radial derivative of the viscosity profile (profile 1 is smooth,
profile 2 is discontinuous).
Concerning the differences between the two methods (‘error’ variable in Figs. 7-9), the spectral
method is considered to be the reference due to its better precision, ‘error’ thus mostly refer to the
grid-based flow solver. In the isoviscous case (cf. Fig. 7), both results are in very good agreement.
The maximum discrepancy is always observed for the largest degree (here ℓ = 15). For dynamic
topographies, it is located near the two interfaces and reaches a value of 1%. These are responsible for
the surface error on geoid (also 1 % of the peak value located at r ∼ 1.9). These errors are likely to
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be caused by the discrete treatment of boundary conditions. In the case of profile 1 (Fig. 8), the shape
of the error profiles is affected by the viscosity profile. This is also obvious in the case of step-like
profile 2 (Fig. 9): the two discontinuities in the viscosity profile induce discrepancies between the two
results above and below. This leads to 1-1.5 % errors even for lower degrees (e.g. for ℓ = 5 between
r = 1.4 and r = 1.6). Finally, we consider that the very good agreement between these results proves
that ŒDIPUS provides reliable estimations of geoid and topography for planetary applications where
degrees ℓ ≤ 15 will be considered. It should be noted that for the present size of the grid mesh, the
results deteriorate strongly when degrees ℓ ≥ 20 are studied. Hence, a refinement of the grid mesh (at
least in the azimuthal direction, 6*64*128*128 cells) is needed to reduce the discrepancy to acceptable
values (less than 5% for geoid). Equation (33) indicates that, in the case where each block of the cubed
sphere is associated to a N2 mesh (with N = N ξ = Nη), degrees up to 2N − 1 could be considered
(ℓmax = 127 if N = 64, and only N = 11 cells would be needed for ℓmax = 20. . . ). This relationship
clearly overestimates the maximum reliable degree for a given ‘grid size’ in the angular directions.
Instead, our tests indicate that approximately eight times more grid cells are needed. An empirical rule
would thus be that each block of the cubed sphere is divided in N = 4 × ℓmax cells in each angular
direction if spherical harmonics up to degree ℓmax are to be considered with confidence. A more
rigorous approach, however, is that each time higher degrees of topography and geoid are computed,
a short benchmark procedure on response functions up to this degree be made for the mesh.
[Figure 6 about here.]
[Figure 7 about here.]
[Figure 8 about here.]
[Figure 9 about here.]
5.2 Thermal convection
Benchmarks for thermal convection have already been produced in the earlier publication (Choblet,
2005) including tests on the onset of convection for spherical harmonics perturbations and tests on the
value of the Nusselt number for stationary convection at relatively low Rayleigh numbers. However,
since we now use a different numerical method to simulate advection that is proven to be more accurate
(for example, it produces less numerical diffusion, cf. section 3.3), we present four results referenced
in Table 4. Table 5 displays a new benchmark based on recent compilations (Yoshida & Kageyama,
2004; Stemmer et al., 2006): two cases (numbered 1 and 2) have been isolated among the list, one
correponding to a tetrahedral solution, one to a cubic one, these two steady planforms being identified
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by linear stability analysis and obtained by several numerical models for relatively low values of the
Rayleigh number.
[Table 4 about here.]
[Table 5 about here.]
We used a 6*32*32*32 cells grid mesh to perform both calculations. This mesh provides a sat-
isfactory resolution for these cases with small Rayleigh numbers. Mechanical boundary conditions
are stress-free on both spherical surfaces bounding the shell. The results show a good agreement with
solutions obtained earlier with various numerical methods. A comforting observation is also the small
difference between bottom and surfaces heat fluxes that indicates that the scheme is indeed globally
conservative. The techniques used in the various programs compared here seems to have a small effect
on global scalar values such as the Nusselt number. Part of the scattering might be attributable to the
variations of the mesh resolution (a precise analysis is proposed by Stemmer et al. (2006)); the spe-
cific treatment of numerical diffusion proposed in the present study (cf. section 3.3) is not observable.
Global averages are probably not a sufficient criterion for a very precise benchmark. In addition, the
use of higher order accuracy schemes in time would also produce variations among the various pro-
grams if a time-dependent case were studied (our explicit method is only order 1 in time). A precise
benchmark in the future should also include such a test.
[Figure 10 about here.]
We further propose two time-dependent results for thermal convection. One (Case 3) is obtained
for an isoviscous fluid with purely basal heating, the other (Case 4) corresponds to a stagnant-lid
regime and includes approximately 20 % volumetric heating. Both calculations were performed with
no-slip radial boundaries and both have reached a statistical steady state on a 6*64*64*64 cells grid
mesh. A typical duration for such a run is about a hundred hours on 48 (rather slow, 500 MHz) SGI pro-
cessors R14000. Time-averaged profiles are presented in Fig. 10 (with therefoire a relatively smooth
aspect). A classical result is the asymmetry between the cold and hot boundary layers due to their
different curvature. If both boundary layers had a similar thickness, the temperature difference across
the hot one would be approximately 1/(1 + f2) and f2/(1 + f2) across the cold one. The temper-
ature of the well-mixed interior is thus linked to the ratio between the areas of both surfaces (in the
present case, this temperature is indeed close to 1/5, cf. Fig. 10 and Table 6). Both the introduction of
temperature-dependent viscosity and the addition of volumetric heating naturally increases this value
(cf. Fig. 10). The minimum and maximum temperature profiles also indicate that in both cases, the
average is closer to the minimum value than to the maximum. In Case 3, the whole layer participates to
convective motion: the difference between the minimum temperature and the average value at a given
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depth thus simply reflects the temperature difference across the cold boundary layer; the difference
between the maximum and the average reflects the difference within the hot boundary layer. Since, for
geometry reasons indicated above, the boundary layer temperature difference is (f−2) larger across the
hot layer than across the cold one, the average radial profile is closer to the minimum profile. In Case 4,
though the temperature difference across the cold boundary layer is larger than across the hot one, the
effective cold sublayer that participates to convection is only a fraction of it (see Table 6). Assuming
a simple force balance where the downwelling velocity is mostly due to the buoyancy of the unstable
part of the cold boundary layer and the upwelling velocity to the buoyancy of the hot boundary layer,
we expect that in both cases, the downwelling velocity is smaller than the upwelling velocity: this is
what is observed. The asymmetry is even more pronounced when temperature-dependence of viscos-
ity is included. This reflects the fact that, in a spherical shell, viscosity variations may be significant
in the hot boundary layer while they are smaller than one order of magnitude in the Cartesian case. In
addition, in the stagnant lid case, radial velocities vanish at the bottom of the lid.
[Table 6 about here.]
Concerning radial heat fluxes, though the classical feature of two radii close to the bottom and
top of the domain delimiting zones where radial diffusion exceeds radial advection (hot and cold
boundary layers) from a zone where the contrary is true (well mixed convecting core), it is interesting
to note that the conservation of the power from one radius to the other implies that the sum of the
advective and convective part of the radial flux diminishes as the spherical area increases (i.e. as the
square of the radius) when no volumetric heating is taken into account (explaining the parabolic shape
of the advective profile, Fig. 10). When a constant volumetric heating rate is introduced, the global
power is proportional to P (r) = r2(qadv(r) + qdi(r)) − (r3 − r3b )h/3. The conservation of this
quantity throughout the spherical shell gives a significant amount of information on the state of the
flow in terms of distance from steady-state and possible resolution problems. In both Cases presented
in Figure 10, a statistical steady state is clearly reached (P (r) is nearly independant of r). However, a
departure from the nominal value can be observed at depths corresponding to the unstable boundary
layers: this is more obvious for Case 4, especially for the hot bottom boundary layer (the deviation
is larger than 20 %). This feature could be related to time period for the averaging that is too small.
Here, it indicates that the convective regime would imply a more accurate grid mesh. It is interesting
to note that though the temperature difference across the hot boundary layer is smaller for Case 4 than
for Case 3, the resolution limit does not seem to be reached for Case 3. This is probably due to the fact
that the gradient is about 20% larger in Case 4 (see the bottom Nusselt number values in Table 6).
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5.3 Coupled computation: internal dynamics, topography and geoid
Dynamic topography and geoid have been computed for the four thermal convection results presented
above (Table 4). We have used the following values for the dimensionless parameters: E = 5× 10−2
and G∗ = 2 × 10−2. It should be noted that this choice, while it is based on plausible orders of
magnitude for a generic planetary mantle (cf. Table 7), remains nevertheless rather arbitrary. Note that
both the amplitude of the presented geoid and the relative influence of (i) topographies at the interfaces
and (ii) density anomalies throughout the spherical shell, are affected by this choice. Finally, it should
be noted that since the dimensionless value of geoid N implies the use of dimensionless parameter G∗,
an alternative variable may be the dimensionless potential at the surface of the shell U(rt) that does
not require the introduction of further dimensionless quantities. Indeed, N is simply proportional to
U(rt). However, if dynamic topographies are to be computed from numerical simulations of thermal
convection, E needs to be introduced.
Figs. 11-14 display the results of the computation for Cases 1 to 4, respectively. According to
section 4.2, the data needed to produce these maps are the radial stress σrr on the interfaces and the
three-dimensional temperature field T . These gridded data sets (with variable areas) are first trans-
posed into the spherical harmonics basis (coefficients are computed to a maximum degree ℓmax of
30). Dimensionless topography and geoid are then computed according to the procedure described
in 4.2 and finally plotted on a latitude-longitude grid. Thus, degrees shorter than ℓmax = 30 do not
appear on topography and geoid fields in Figs. 11-14.
A first result is that both the tetrahedral and cubic Cases 1 and 2 (Figs. 11 and 12, respectively)
lead to topography and geoid variations that still exhibit, among others, the strong spherical harmonic
coefficients inherited from the initial perturbation: (ℓ = 3,m = 2) for tetrahedral Case 1, (ℓ = 4,m =
0) and (ℓ = 4,m = 4) for cubic Case 2. The amplitudes are rather large (on the order of a few percents
of the planet’s radius for surface dynamic topography) and indicate that these cases are probably not
relevant for a comparison in the planetary context.
[Figure 11 about here.]
[Figure 12 about here.]
Time-dependent Cases 3 and 4 lead to shorter wavelengths variations of both surface dynamic
topography and geoid. Again, these features directly reflect the wavelength observed for thermal con-
vection in the spherical shell: the power spectrum associated to the results in Case 3 peaks for degree
(ℓ = 8) while the maximum is obtained for higher degrees in Case 4 (ℓ = 12 and larger, the uncer-
tainty associated to degrees higher than 15 in the spectral evaluation of geoid and topography being
non-negligible). This result is mostly induced by value of the internal Rayleigh number Rai (i.e. ob-
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tained for a viscosity value characteristic of the convective sublayer): Rai = Ra = 1.4 × 106 for
isoviscous Case 3 while Rai ∼ 8 × 107 for Case 4. The major effect of the viscous conductive lid in
Case 4, compared to the isoviscous Case 3, is the increase of the amplitude of the topography while the
geoid has the same order of magnitude in both cases. It is important to note that, as demonstrated by
Solomatov (2004), an Arrhenius-type viscosity law would provide a larger deviatoric stress field near
the surface of the stagnant lid. Its influence on dynamic topography is probably only weak since topog-
raphy is mainly maintained by variations in pressure, which mostly reflects the density distribution.
The effect on geoid might be worth examinating.
[Figure 13 about here.]
[Figure 14 about here.]
6 CONCLUSION
The variations of geoid and surface dynamic topography contain important information about internal
dynamic processes occuring within silicate mantles of terrestrial planets or surface icy layers of the
large satellites of giant planets. Though, ultimately, a precise estimate of the internal structure will also
require ground-based geophysical experiments (see, for example Verhoeven et al., 2005), observations
such as the geoid and topography can be obtained from experiments in an orbiter mission.
In the present study, we propose a dimensionless framework for this coupled problem: internal
dynamics and the resulting geoid and dynamic topography. The characteristic scales are inherited
from infinite Prandtl number thermal convection, with the four dimensionless parameters Ra, f, γ, h.
Two additional dimensionless parameters are introduced in order to produce dimensionless values for
geoid and topography: E and G∗ (Table 7 indicates plausible ranges for this two terms, much smaller
than the one associated to the Rayleigh number). As well as the velocity scale based on thermal
diffusion κ/d is not significant for velocities associated to natural thermal convection, the length scale
based on the shell thickness is much larger than realistic values for N, ts. Finally, a good alternative
to dimensionless geoid may be the surface value of the dimensionless gravitational potential, U(rt).
[Table 7 about here.]
In order to model internal dynamics, we propose an efficient numerical method based on the
‘cubed-sphere’ grid mesh where the spherical shell is decomposed on six non-conformal blocks. We
present a high-resolution scheme (with a slope-limiter non-linear method) to treat the advection term
in the energy equation as well as a benchmark of various schemes. The flow solver is already de-
scribed for one of the blocks in (Choblet, 2005). It is tested extensively against a very precise spectral
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method for flows with a radial-dependence of viscosity. The response functions for geoid and dynamic
topographies indicate a very good agreement up to degree ℓ = 15 for a 6*64*64*64 grid mesh in the
flow solver (a correct description of higher degrees requires finer meshes). We believe that such an
agreement is needed to apply thermal convection results to the computation of geoid and topography
for planetary applications. Since various new methods for thermal convection in a spherical shell now
exist, a precise benchmark should include such a calculation of geoid and topography.
However, the physical model proposed here is still oversimplified. For example, the adjunction of
an increase of viscosity with depth (due to pressure dependence and/or to a viscous stratification within
the mantle) has been shown to reduce significantly the characteristic degree of spherical convection
(Bunge et al., 1997; Yoshida & Kageyama, 2006; Roberts & Zhong, 2006). Similarly, compositional
effects on density and viscosity would lead to different structures and thus different results for geoid
and topography. More, the rheological description of the stagnant lid is clearly the weakest point of
many numerical codes used to model the flow in planetary interiors and ŒDIPUS is not an exception.
The effect of a more realistic Arrhenius type viscosity law has already been discussed. The simple
introduction of an elasticity component (as in Zhong (2002), for example) would also modify signif-
icantly the results: in our viscous models, a surface dynamic topography is obtained even for a very
viscous lid while an elastic behavior would largely reduce the viscous component. Indeed, the ob-
served geoid and topography are superpositions of various contributions among which the dynamic
one may be the least important (e.g. Le Stunff & Ricard, 1995). A large portion of the topographic load
may be maintained by isostasy and/or elastic flexure, depending on the wavelength of the topographic
features, the thickness of the lithosphere and the radius of the body (e.g. Turcotte et al., 1981; Pauer et
al., 2006). A careful analysis of the data is thus necessary for a correct interpretation of the geoid and
topography in terms of viscous flow models.
For these reasons, a direct comparison of the topography and geoid obtained from a convection
simulation with planetary observables is likely to be misleading in many cases. An intermediate ap-
proach may include the computation of dimensionless geoid and topography for a large range of model
parameters and for various physical models of the internal dynamics. Next steps can then be the a pos-
teriori correction of the predicted geoids and topographies for lithospheric effects (e.g. by including
an elastic layer on the top or considering a membrane correction for a stiff uppermost layer) and their
comparison with observed data, at least partly reduced to isostatic effects or at wavelengths where the
dynamic contribution is presumably dominant.
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APPENDIX A: DESCRIPTION OF THE ADVECTION SCHEMES
The motivation to introduce high resolution methods arise from the problem stated in “Godunov’s
theorem”: There are no monotone, linear schemes for the linear advection equation of second or
higher order of accuracy. When only linear schemes are considered, one is forced to choose between
first order schemes that produce numerical diffusion or second order schemes that are not monotonic
(i.e. produce spurious, non-physical oscillations). High resolution methods thus introduce a non-linear
treatment of the advective flux term.
Neglecting for the moment the diffusive terms of right-hand side, the advective part of eq. (16)
can be written as follows
T,t +
1
J
[(
JT V¯ r
)
,r +
(
JT V¯ ξ
)
,ξ
+
(
JT V¯ η
)
,η
]
= T,t + V¯
rT,r + V¯
ξT,ξ + V¯
ηT,η = 0 (A1)
where J = r2C2D2
δ3/2
is the Jacobian of the coordinate transformation from the Cartesian basis to the
natural basis associated to the cubed sphere coordinates and contravariant velocity components V¯ •
refer to this natural basis (while V • refer to the physical basis, see Choblet (2005) for further details).
Integrating eq. (A1) over the volume V of cell C and during time step ∆t, one obtains the conservation
form
1
V
(
T n+1 − T n
)
+
1
JV
(
F r(r+)− F r(r−) + F ξ(ξ+)− F ξ(ξ−) + F η(η+)− F η(η−)
)
= 0 (A2)
with
T n = T (r, ξ, η, tn) =
∫
C
T (r′, ξ′, η′, tn)dV, (A3)
and
F I(r, ξ, η, t) =
∫ t+∆t
t
∫
SI
J(r′, ξ′, η′, t′)V¯ I(r′, ξ′, η′, t′)T (r′, ξ′, η′, t′)dSIdt, (A4)
where index I refer to the direction (r, ξ or η) so that SI is the surface of the cell C corresponding to
I = constant (unless explicitly written, the coordinates are r, ξ, η, t).
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Let us now consider the discrete problem. The staggered grid mesh approach is used so that veloc-
ities V¯ I are localized on cell boundaries (corresponding to r−i , r+i , ξ−j , ξ+j , η−k , η+k ) and scalar quan-
tities in the center (corresponding to ri, ξj, ηk) (see Choblet (2005) for further details). The Godunov
approach (Godunov, 1959) then consists in the introduction of a function constant in the volume of
cell C but varying through time: Υnijk(t). We thus obtain for the discrete flux on the cell boundaries
F I = SIJV¯ I
∫ t+∆t
t
Υ(t′)dt (A5)
(here, and in the following lines, unless explicitly written, the indexes are i, j, k, n). The first order
accurate upwind scheme corresponds then to the choice of a constant value for Υ corresponding either
to the ‘left’ or the ‘right’ value T , depending on the sign of V¯ I , e.g.,
F r
−
=

 ∆l
ξ∆lη∆tJV¯ rT if V¯ r > 0,
∆lξ∆lη∆tJV¯ rTi−1 if V¯ r < 0.
(A6)
with ∆lξ,∆lη the dimensions of the cell. A better (second order) precision can be obtained by adopting
a (tri)linear function for Υ, introducing slopes σr, σξ, ση , constant in the time interval [t, t+∆t]
Υ(r, ξ, η, t) = T nijk + σ
r
i (r − ri) + σξj (ξ − ξj) + σηk(η − ηk). (A7)
Note that the case σ• = 0 provides again the Godunov-upwind method from a different point of
view. Classical choices for the slope including a centered (e.g., σr = (Ti+1 − Ti−1)/2∆r, Fromm),
upwind (e.g., σr = (Ti − Ti−1)/∆r, Beam-Warming) or downwind (e.g., σr = (Ti+1 − Ti)/∆r,
Lax-Wendroff) however may induce oscillations in regions of large T gradients: in this context, a
way to avoid these oscillations is to limit the slope’s values (slope- or flux-limiter methods) thus
inducing the non-linear aspect of the method. Van Leer’s solution (van Leer, 1979) is then to consider
the monotonized central-difference limiter (or MC-limiter) defined as follows, for example in the r-
direction:
σr = minmod
((
Ti+1 − Ti−1
2∆r
)
,
(
2
Ti+1 − Ti
∆r
)
,
(
2
Ti − Ti−1
∆r
))
. (A8)
with the minmod function:
minmod(a, b, c) =

 sign(a)min(a, b, c) if a ≤ b ≤ c or a ≥ b ≥ c,0 otherwise. (A9)
This slope is termed slope 1 in our comparative study. In smooth regions, this reduces to the centered
(Fromm) slope and gives a reasonably sharp resolution in large gradients regions by comparing it with
twice the one-sided slopes. This is the reason why the use of non-linear limiters does not only make
sense in the context of compressible flows where it was first introduced but also for incompressible
flows where large gradients occur. Another solution is to compute the slope as a geometrical average:
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σr =


2(Ti+1−Ti)(Ti−Ti−1)
(Ti+1−Ti−1)∆r if Ti−1 ≤ Ti ≤ Ti+1 or Ti−1 ≥ Ti ≥ Ti+1,
0 otherwise.
(A10)
The MPDATA scheme (or Multidimensional Positive Definite Advection Transport Algorithm)
corrects the classical upwind procedure by reapplying it with an anti-diffusive velocity field. The lat-
ter is derived from the truncation error analysis of the upwind scheme assuming a uniform flow. It is
clear that this procedure can then be reapplied so that a good precision can be reached, iteratively (for
a detailed description, see Smolarkiewicz, 1984 ). This method has been used succesfully to model
mantle dynamics in the Cartesian context. However, the corrective steps are quite time-consuming in
the cubed-sphere coordinate system. Since a rigorous truncation error analysis in a multi-dimensional
complex flow context is not possible, we do not study the precise effect of both high-resolution meth-
ods introduced here ( van Leer slope limiter, MPDATA) on the physics of the flow in terms of oscilla-
tions. The single effect on numerical diffusion is treated for a simple solid rotation flow.
APPENDIX B: COMMUNICATION BETWEEN BLOCKS
Within each of the six blocks, in the framework of parallel computation, communication between
processors is identical to a classical domain decomposition in a Cartesian parallelepipedic volume and
(cf. Choblet, 2005). The main object here is thus to describe communication between the six blocks. As
can be seen on Fig. 3, the ’new’ orientation of the coordinate system induces only two configurations:
either the coordinates ‘match’ on two adjacent blocks (one of the coordinate is the same modulo π/2,
e.g. ξ for blocks 0 and 1 or η for blocks 1 and 4) or they are inversed (ξ becomes η, e.g. from 1 to 2,
or vice versa, e.g. from 3 to 0).
Three kinds of variables may then be considered, due to the discretization:
i) scalar variables and velocity component V r, though they are ‘located’ at different depths in the
staggered grid mesh approach, are however similar in terms of angular coordinates ξ and η. The buffer
planes outside the block, at −π/4 − ∆/2 and π/4 + ∆/2, are filled using the values from inside
the adjacent blocks (e.g. located respectively at −π/4 + ∆/2 and π/4 −∆/2 in the case of a simple
configuration), a simple 1D interpolation being necessary since only one of the coordinates is different
between the two blocks (e.g. η0 and η1 are different).
ii) when dealing with azimuthal vector components, a 2D transformation is needed due to non-
orthogonality: if we consider the example of blocks 0 and 1, corresponding to a simple configuration,
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
V ξ1 =
√
1+
Y 2
0
X2
0
D0
V ξ0 ,
V η1 = V
η
0 − C0Y0D0X0V
ξ
0
(B1)
(these relations are similar in the case of an inverse configuration): in the case of normal velocity
component (here V ξ), the discrete buffer planes located at −π/4 −∆ and π/4 are filled so that only
the dicrete values between −π/4 and π/4 − ∆ are computed; again a simple 1D interpolation is
performed, with an additional scaling factor corresponding to coefficient
√
1 + (Y 20 )/(X
2
0 )/D0 in eq.
(B1).
iii) in the case of a velocity component that is tangent to the boundary (V η for the boundary between
0 and 1), as in the scalar case, the buffer planes outside the block, at −π/4 − ∆/2 and π/4 + ∆/2,
are filled using the values of the corresponding tangent velocity from within the adjacent blocks (at
−π/4 + ∆/2 and π/4−∆/2 ) and of the normal velocity at −π/4 and π/4−∆.
It should be noted that in spite of non-orthogonality, these interpolation and transformation pro-
cedures are very simple compared to the one induced by most multi-blocks algorithms.
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1 The sphere decomposed into six blocks and the curvilinear coordinate system on block
0. The main difference with spherical coordinates is that curves of constant values of the
second coordinate η are great circles (or “horizontal meridians”) and not parallels.
2 The grid mesh as six “cubic” blocks. The azimuthal dimension of cells varies linerarly
with the radius.
3 Structure of the modified ‘cubed sphere’ coordinate system on other blocks: the origi-
nal orientation of the curvilinear coordinates is modified due to the array structure of velocity
fields in a staggered grid mesh approach (see text for further details).
4 Comparison of the different advection schemes: normalized volume delimited by the
0.2 isotherm as a function of time. Regular lines refer to a 323 grid mesh for block 0, bold
lines refer to a 643 grid mesh. The lines without symbols are associated to the reference
upwind scheme. Squares refer to the MPDATA scheme with increasing values of the number
of ‘anti-diffusive’ steps associated to the shade: iord = 2 (black), iord = 3 (grey), iord = 4
(white). Circles refer to the van-Leer method with either slope 1 (white circles) or slope 2
(black circles), see Appendix A for further details on the slopes. Time 0.314 approximately
corresponds to ten rotation cycles for the velocity field we chose.
5 Volume of the T = 0.2 isotherm after one full rotation on a 643 grid mesh. Up-
per panel: results for the upwind difference scheme. Lower panel: results for the van Leer
method with slope 2.
6 Viscosity profiles used for the ‘response function’ benchmark of the flow solver: the
solid line curve is test profile 1 - the dotted step-like curve is test profile 2.
7 Response functions obtained by the spectral method (solid line) and by the ŒDIPUS
solver (open circles) and the associated error . On the left panel, dimensionless geoid, on
the right panel, dimensionless dynamic topographies (blue: ‘CMB’ topography, red: surface
topography). The dashed line with the same color indicates the ‘error’ ( i.e. the absolute
difference between two values at a given radius). Note that the scale for this difference is 100
times larger than the one corresponding to the related variable in order to represent values
of about a percent of the maximum value. Four spherical harmonic degrees are presented:
l = 2, 5, 10, 15. In this first case, the material is isoviscous.
8 Same than Fig. 7 for curved viscosity profile 1 (cf. Fig. 6).
9 Same than Fig. 7 for step-like viscosity profile 2 (cf. Fig. 6).
10 Time-averaged radial profiles corresponding to Cases 3 (top) and 4 (bottom) intro-
duced above. Instantaneous data have been averaged for time periods corresponding to
several convective overturns. Left: Radially-averaged temperature as well as minimum and
maximum temperatures at a given radius. Center: Upwelling (circles) and downwelling (dia-
monds) velocities. Right: Radial advective qadv and diffusive qdi heat fluxes and total power(circles) through a given radius - radial advection vanishes on the (r = rb) and (r = rt)
boundaries while radial diffusion is small in the convective region. Dimensionless power
P (r) (see text) should be constant throughout the layer for a steady-state flow. This value is
plotted with symbols on the right panel.
11 Surface dynamic topography (T) and geoid (N) obtained for stationary temperature
and flow fields corresponding to Case 1.
12 Surface dynamic topography (T) and geoid (N) obtained for stationary temperature
and flow fields corresponding to Case 2.
13 Surface dynamic topography (T) and geoid (N) obtained for instananeous temperature
and flow fields corresponding to Case 3.
14 Surface dynamic topography (T) and geoid (N) obtained for instananeous temperature
and flow fields corresponding to Case 4.
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Figure 1. The sphere decomposed into six blocks and the curvilinear coordinate system on block 0. The main
difference with spherical coordinates is that curves of constant values of the second coordinate η are great circles
(or “horizontal meridians”) and not parallels.
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Figure 2. The grid mesh as six “cubic” blocks. The azimuthal dimension of cells varies linerarly with the radius.
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Figure 3. Structure of the modified ‘cubed sphere’ coordinate system on other blocks: the original orientation
of the curvilinear coordinates is modified due to the array structure of velocity fields in a staggered grid mesh
approach (see text for further details).
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Figure 4. Comparison of the different advection schemes: normalized volume delimited by the 0.2 isotherm as a
function of time. Regular lines refer to a 323 grid mesh for block 0, bold lines refer to a 643 grid mesh. The lines
without symbols are associated to the reference upwind scheme. Squares refer to the MPDATA scheme with
increasing values of the number of ‘anti-diffusive’ steps associated to the shade: iord = 2 (black), iord = 3
(grey), iord = 4 (white). Circles refer to the van-Leer method with either slope 1 (white circles) or slope 2
(black circles), see Appendix A for further details on the slopes. Time 0.314 approximately corresponds to ten
rotation cycles for the velocity field we chose.
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Figure 5. Volume of the T = 0.2 isotherm after one full rotation on a 643 grid mesh. Upper panel: results for
the upwind difference scheme. Lower panel: results for the van Leer method with slope 2.
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Figure 6. Viscosity profiles used for the ‘response function’ benchmark of the flow solver: the solid line curve
is test profile 1 - the dotted step-like curve is test profile 2.
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Figure 7. Response functions obtained by the spectral method (solid line) and by the ŒDIPUS solver (open
circles) and the associated error . On the left panel, dimensionless geoid, on the right panel, dimensionless
dynamic topographies (blue: ‘CMB’ topography, red: surface topography). The dashed line with the same color
indicates the ‘error’ ( i.e. the absolute difference between two values at a given radius). Note that the scale for
this difference is 100 times larger than the one corresponding to the related variable in order to represent values
of about a percent of the maximum value. Four spherical harmonic degrees are presented: l = 2, 5, 10, 15. In
this first case, the material is isoviscous.
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Figure 8. Same than Fig. 7 for curved viscosity profile 1 (cf. Fig. 6).
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Figure 9. Same than Fig. 7 for step-like viscosity profile 2 (cf. Fig. 6).
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Figure 10. Time-averaged radial profiles corresponding to Cases 3 (top) and 4 (bottom) introduced above.
Instantaneous data have been averaged for time periods corresponding to several convective overturns. Left:
Radially-averaged temperature as well as minimum and maximum temperatures at a given radius. Center: Up-
welling (circles) and downwelling (diamonds) velocities. Right: Radial advective qadv and diffusive qdi heat
fluxes and total power (circles) through a given radius - radial advection vanishes on the (r = rb) and (r = rt)
boundaries while radial diffusion is small in the convective region. Dimensionless power P (r) (see text) should
be constant throughout the layer for a steady-state flow. This value is plotted with symbols on the right panel.
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Figure 11. Surface dynamic topography (T) and geoid (N) obtained for stationary temperature and flow fields
corresponding to Case 1.
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Figure 12. Surface dynamic topography (T) and geoid (N) obtained for stationary temperature and flow fields
corresponding to Case 2.
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Figure 13. Surface dynamic topography (T) and geoid (N) obtained for instananeous temperature and flow fields
corresponding to Case 3.
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Figure 14. Surface dynamic topography (T) and geoid (N) obtained for instananeous temperature and flow fields
corresponding to Case 4.
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LIST OF TABLES
1 Variables and symbols.
2 The modified “cubed sphere” coordinate system.
3 CPU cost of the advection schemes.
4 List of the presented calculations with the values of the dimensionless parameters: ra-
tio between the two radii bounding the spherical shell (f), surface Rayleigh number (Ra), ex-
ponential viscosity parameter (γ), dimensionless volumetric heating (h), mechanical bound-
ary condition on the two spherical interfaces. The comment in the last column refers to the
shape of the initial temperature pertubation for the two first cases.
5 Benchmark tests for an isoviscous fluid. For the two runs, f = 0.55 (close to the
Earth’s mantle curvature). Case 1: Ra = 7× 103, tetrahedral solution - Case 2: Ra = 3.5×
103, cubic solution. The code in the first column refers to the models used for comparison:
B89 (Bercovici et al., 1989), H96 (Harder & Christensen, 1996), R96 (Ratcliff et al., 1996),
Z00 (Zhong et al., 2000), Y04 (Yoshida & Kageyama, 2004), S06 (Stemmer et al., 2006),
C06 is the present study. The number of cells in the radial direction (N r) as well as the
approximate mesh size used to produce the results appear in column 2. Surface (Nutop)
and bottom (Nubot) Nusselt numbers are indicated as well as the rms of the velocity field(Vrms).
6 Global scalar values characteristic of Cases 3 and 4. These values are time-averages
corresponding to the profiles displayed in Fig. 10. Nusselt numbers, boundary layers (and
stagnant lid) thicknesses, temperature differences across the boundary layers (and the stag-
nant lid). Boundary layer thicknesses refer to the radius where radial advection and radial
diffusion are equal. The stagnant lid thickness is defined with the radius of the intersection
between the tangent to the advective profile (cf. Fig. 10) through its inflexion point and the
zero-flux axis (cf. Davaille & Jaupart, 1993).
7 Acceptable range for dimensionless parameters E and G∗ (as well as internal Rayleigh
number Rai and dimensionless radius of curvature f of the shell as an indication). The two
endmembers values for E (from Mercury, or a small silicate mantle, to Venus or a large
silicate mantle) are not associated to the same objects than for G∗ (from Europa, or a thin
icy crust, to Venus, or a large silicate mantle). Note that most of the crude estimates within
this table can be debated (especially the values of d, ∆T and µ0). Gravitational constant
G = 6.67 × 10−11m3.s−2.kg−1.
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Table 1. Variables and symbols.
symbol associated constant or variable unit
α thermal expansivity K−1
d thickness of the shell m
δij Kronecker delta (1 if i = j, 0 if i 6= j) —
∆ρc density difference across the bottom interface kg.m−3
∆T temperature difference across the shell K
E thermal expansion dimensionless parameter (see 4.1) —
f ratio between the two radii, f = r˜b/r˜t = rb/rt —
g gravitational acceleration m.s−2
G gravitational constant m3.s−2.kg−1
G∗ gravitational dimensionless parameter (see 4.1) —
γ viscosity exponential parameter —
h˜, h volumetric heating rate, dimensionless value W.m−3, —
k, κ thermal conductivity, thermal diffusivity W.m−1.K−1,m2.s−1
µ, µ0 dimensionless viscosity, surface (reference) viscosity —, Pa.s
N˜,N geoid height, dimensionless value m,—
Ng number of grid cells —
p∗ dimensionless pressure —
r unit radial vector —
r˜b, rb inner radius (e.g. radius of the CMB), dimensionless value m, —
r˜t, rt outer radius (e.g. radius of the planet), dimensionless value m, —
ρ0 surface (reference) density kg.m−3
Ra,Rai surface Rayleigh number, internal Rayleigh number —, —
σ˜rr, σrr normal radial stress, dimensionless value Pa, —
˜¯σrr, σ¯rr average normal radial stress, dimensionless value Pa,—
T dimensionless temperature —
t˜s, ts surface dynamic topography, dimensionless value m, —
t˜c, tc bottom dynamic topography, dimensionless value m, —
τ deviatoric part of the dimensionless stress tensor —
θ, φ spherical coordinates (co-latitude, longitude) —
U˜ , U gravity potential, dimensionless value m2.s−2, —
V˜,V velocity field, dimensionless value m.s−1, —
ξ, η,∆ξ,∆η cubed sphere angular coordinates, angular increments —
X,Y, δ, C,D cubed sphere auxiliary variables —
Yℓm spherical harmonic function of degree ℓ and order m —
•ℓm coefficient for variable • associated to degree ℓ and order m —
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Table 2. The modified “cubed sphere” coordinate system.
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Table 3. CPU cost of the advection schemes.
method normalized CPU cost
upwind 1
MPDATA (iord=2) 2.4
MPDATA (iord=3) 3.2
MPDATA (iord=4) 3.9
van Leer (slope 1) 2
van Leer (slope 2) 2.1
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Table 4. List of the presented calculations with the values of the dimensionless parameters: ratio between
the two radii bounding the spherical shell (f), surface Rayleigh number (Ra), exponential viscosity parameter
(γ), dimensionless volumetric heating (h), mechanical boundary condition on the two spherical interfaces. The
comment in the last column refers to the shape of the initial temperature pertubation for the two first cases.
Case f Ra γ h boundary condition comment
1 0.55 7× 103 0 0 stress-free tetrahedral
2 0.55 3.5× 103 0 0 stress-free cubic
3 0.5 1.4× 106 0 0 no-slip —
4 0.5 103 15 10 no-slip —
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Table 5. Benchmark tests for an isoviscous fluid. For the two runs, f = 0.55 (close to the Earth’s mantle
curvature). Case 1: Ra = 7 × 103, tetrahedral solution - Case 2: Ra = 3.5 × 103, cubic solution. The code
in the first column refers to the models used for comparison: B89 (Bercovici et al., 1989), H96 (Harder &
Christensen, 1996), R96 (Ratcliff et al., 1996), Z00 (Zhong et al., 2000), Y04 (Yoshida & Kageyama, 2004),
S06 (Stemmer et al., 2006), C06 is the present study. The number of cells in the radial direction (N r) as well as
the approximate mesh size used to produce the results appear in column 2. Surface (Nutop) and bottom (Nubot)
Nusselt numbers are indicated as well as the rms of the velocity field (Vrms).
Reference N r (Mesh size) Case 1 Case 2
Nutop Nubot Vrms Nutop Nubot Vrms
B89 12 (2× 103) 3.4657 3.5293 - 2.7954 - -
H96 120 (6× 105) 3.4957 - - - - -
R96 40 (2× 105) 3.4423 - 32.19 2.8306 - 18.86
Z00 24 (2× 105) 3.519 3.472 - - - -
Y04 102 (2× 106) 3.443 - 32.0481 2.8830 - 18.4801
S06 48 (7× 105) 3.4864 3.4864 32.5894 - - -
C06 32 (2× 105) 3.4814 3.4717 32.743 2.8640 2.8948 19.546
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Table 6. Global scalar values characteristic of Cases 3 and 4. These values are time-averages corresponding to
the profiles displayed in Fig. 10. Nusselt numbers, boundary layers (and stagnant lid) thicknesses, temperature
differences across the boundary layers (and the stagnant lid). Boundary layer thicknesses refer to the radius
where radial advection and radial diffusion are equal. The stagnant lid thickness is defined with the radius of the
intersection between the tangent to the advective profile (cf. Fig. 10) through its inflexion point and the zero-flux
axis (cf. Davaille & Jaupart, 1993).
Case Nusselt number Thickness Temperature difference
top bot top bot lid top bot lid
3 7.910 7.948 2.90× 10−2 2.31× 10−2 - 0.231 0.775 -
4 12.88 9.980 1.63× 10−2 7.39× 10−3 3.90× 10−2 0.210 0.295 0.503
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Table 7. Acceptable range for dimensionless parameters E and G∗ (as well as internal Rayleigh number Rai
and dimensionless radius of curvature f of the shell as an indication). The two endmembers values for E (from
Mercury, or a small silicate mantle, to Venus or a large silicate mantle) are not associated to the same objects
than for G∗ (from Europa, or a thin icy crust, to Venus, or a large silicate mantle). Note that most of the
crude estimates within this table can be debated (especially the values of d, ∆T and µ0). Gravitational constant
G = 6.67× 10−11m3.s−2.kg−1.
Europa Ganymede Mercury Venus
ρ0 (kg.m
−3) 1000 1000 3500 3500
g (m.s−2) 1.5 1.5 3 10
d (m) 3× 104 105 5× 105 3× 106
r˜t (m) 1.5× 106 2.5× 106 1.5× 106 6× 106
κ (m2.s−1) 10−6 10−6 10−6 10−6
µ0 (Pa.s) 10
14 1015 1021 1021
α (K−1) 10−4 10−4 10−5 10−5
∆T (K) 150 150 500 3000
E ∼ 10−2 ∼ 10−2 ∼ 5× 10−3 ∼ 3× 10−2
G∗ ∼ 10−3 ∼ 4× 10−3 ∼ 4× 10−2 ∼ 7× 10−2
Rai ∼ 6× 106 ∼ 2× 107 ∼ 7× 103 ∼ 3× 107
f 0.98 0.96 0.66 0.5
Re´sume´
Nous avons utilise´ les donne´es gravime´triques de Mars Global Surveyor pour e´tudier la
ligne de rivage martienne Deuteronilus. Les variations du potentiel de pesanteur le long
de ce contact et l’estimation des limites ge´ographiques de celui-ci permettent de mettre
en e´vidence la de´formation de la plane`te au Noachien supe´rieur et de de´terminer les ca-
racte´ristiques de l’oce´an martien primordial. L’hypsome´trie de la topographie de Mars
traduit des phe´nome`nes qui, sur Terre, sont associe´s a` des processus d’isostasie thermique
et qui, ici, correspondent a` la re´gion qui a abrite´ cet oce´an.
La seconde partie de ce travail traite de la dynamique interne des plane`tes telluriques et
de son lien avec les observables ge´ophysiques. En l’absence de donne´es sismologiques, la
mesure du champ de gravite´ d’une plane`te et de son relief fournit une contrainte de premier
ordre sur la nature de la structure interne. Nous proposons donc le calcul syste´matique du
ge´o¨ıde et de la topographie dynamique associe´s a` des mode`les nume´riques 3D sphe´riques
de la dynamique interne (convection thermique pour un fluide a` viscosite´ variable). Une
me´thode spectrale de calcul est propose´e dans un cadre adimensionne´. L’analyse spectrale
de mode`les synthe´tiques de structure interne permet d’e´valuer le roˆle de certains parame`tres
cle´s de la dynamique interne (variations de viscosite´, chauffage interne).
Mots-cle´s : Convection thermique, me´thode spectrale, topographie dynamique, ge´o¨ıde.
Abstract
Mars Global Surveyor data are used to study the martian Deuteronilus shoreline. The
related variations of the gravity potential and the estimation of the geographical limits
of this contact highlight the last Noachian deformation of the planet and allow us to
determine the characteristics of the primordial martian ocean. Mars hypsometry is related
to processes that, on Earth, are associated with thermal isostasy and, on Mars, correspond
to the location of this primordial ocean.
The second part of this work deals with internal dynamics of terrestrial planets and its
link with geophysical observables. When seismological data are not available, measuring a
planet’s gravity field and relief provides a first order constraint on the internal structure.
We thus propose systematic evaluation of geoid and dynamic topography from 3D spherical
numerical models of internal dynamics (thermal convection for a variable viscosity fluid).
A spectral method is described in a dimensionless framework. Indeed, the spectral analysis
of synthetic models for the internal structure allows us to evaluate the influence of several
key parameters of the internal dynamics (viscosity variations, internal heating).
